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(G4.1) (Innenproduktriume, die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung und die
Parallelogrammgleichung)

Sei V' ein Vektorraum iiber R. Eine Funktion (-,-) : V' X V' — R heifit Inneres Produkt
falls gilt:

() (o,yoz € V(@ +y2) = (@.2) + (4,.2),
(i) (Va € R)(Vz,y € V)((oax7 Yy = a(z,y))7
(i) (Vo,y € V) ((@9) = (v.3))

(iv) (Vz eV) <<.E, x) > 0), wobei (z,z) = 0 genau fiir z = 0 gilt.

(Ein bekanntes Beispiel ist das Standardskalarprodukt (z,y) = Y7 | 2;y; in R™. Siehe auch
Kapitel 8 im Lineare Algebra II-Skript.)

Ein Innenproduktraum iiber R ist ein Paar (V, (-, -)), bestehend aus einem Vektorraum V'
und einem inneren Produkt (-, -) auf V. (Ein Innenproduktraum heiit auch préhilbertscher
Raum.)

(a) Sei (V,(-,-)) ein Innenproduktraum iiber R. Beweisen Sie die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung: Fiir alle x,y € V gilt

)| < Vo)1) W
Hinweis: Man beachte, dass fiir o € R gilt
0 < {z+ay,z+ay) = (z,z) + 2a(z,y) + >y, y).
Fiir y # 0 setze man a = —(z,y)/(y, y).
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(b) Zeigen Sie, dass man in jedem Innenproduktraum (V, (-, -)) iiber R eine Norm iiber R
(die kanonische Norm) durch ||z|| := y/(z, z) definieren kann. Wir sagen, das inneres
Produkt induziert die Norm || - ||.

Bemerkung: Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung kann man dann in der Form

[z, y)| < [l=[| [lyl| schreiben.

(c) Sei (V,(-,-)) ein Innenproduktraum iiber R und || - || die kanonische Norm. Beweisen
Sie die Parallelogrammgleichung: Fiir alle z,y € V' gilt
lz+yl1? + llz = ylI* = 2[ll* + 2lly]]*. (2)

Bemerkung: Fiir den euklidischen R? driickt (2) den elementargeometrischen Satz
aus, dass in einem Parallelogramm die Summe der Quadrate iiber den Seiten gleich
der Summe der Quadrate {iber den Diagonalen ist.

() Sei (V.|| - ||) ein normierter Raum iiber R, in dem die Parallelogrammgleichung (2)
gilt. Zeigen Sie, dass man durch
2 2
r+y r—y
T,Y) = - 3
) = | 2 . )

ein inneres Produkt (-,-) definieren kann. Zeigen Sie auch, dass || - || die kanonische
Norm beziiglich des inneres Produkts (-, -} ist.

Um die Gleichung {(az, y) = a(z,y) fiir alle « € R und alle z,y € V' zu zeigen, zeigen
wir zuerst, dass (rz,y) = r(x,y) fiir alle r € Q. Dann folgt (az,y) = a(x,y) fiir alle
a € R aus der Stetigkeit der Funktion (-, - ). Da wir aber Stetigkeit in diesem Kontext
noch nicht eingefiihrt haben, konnen Sie diesen Schritt als gegeben voraussetzen, d. h.
es reicht zu zeigen, dass (rz,y) = r(z,y) fir alle r € Q.

Aus (c¢) und (x) folgt also: Genau diejenigen normierten Ridume (iiber R), in denen die
Parallelogrammgleichung gilt, sind Innenproduktrdume (iiber R).

Losung.

(a) Die Ungleichung (1) ist fiir y = 0 trivial, da (x,0) = (z,0-0) = 0(z,0) = 0 ist. Wir
nehmen deshalb an, dass y # 0. Sei & = —(x,v)/(y,y). Es gilt

0 < (z+ay,z+ ay)
= (z,2) +20(z,y) + a*(y,y)

- le (@, )y, y) — 202, 1) + (2, 1)?)
1 2
= Gy (@) = )

und somit
(z,9)? < {z,2)(y,y),

[(@, )| < VA, 2)v/ (Y, y)-

also



(b)

Wir verifizieren (i)—(iii) aus der Definition einer Norm auf Seite 3 f. in Analysis II
von Forster:

(i) Esgilt [[z]| =0 <= /{z,2) =0 <= (z,2) =0 <=1z = 0.
(ii) Seien A € R und = € V. Es gilt

Ixell = /T Aa) = /A, @) = MV, a) = M el

(iii) Seien z,y € V. Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

lz+yl* = (z+y,x+y)
zl* + 2(z,y) + llyl®
< Al + 2l lyll + llyll®
= (llzll + llyl)?

A

und somit
lz+yll < llzll + llyll-

Nach den Axiomen fiir ein inneres Produkt gilt
lz+yl* = (@+y,z+y) = (o2)+29) + {yy),
lo=yl* = (@-yo—y) = (&) -2y +{yy),
wodurch sich (2) durch Addition ergibt.

Wir setzen
2 2
() = || 2| - || 2o
z,y) 3 3
Zunéchst beweisen wir: Falls (-, -) ein inneres Produkt ist, ist || - | die kanonische
Norm beziiglich (-, -): Es gilt
2 2
|zt T—x|” 2
() = || 22 = tai

und daher ||z]| = /{z, z).

Wir werden jetzt zeigen, dass (-,-) ein inneres Produkt ist. Es gilt

(z,y) = = (y, 7).

2 2 2

x+yH27
2

= -1

Weiter gilt (z, x) = ||z und somit (z,z) > 0, wobei {z, ) = 0 genau fiir z = 0 gilt.

Sei x1, 9,2z € V. Dann gilt

1
(21 + @2, 2) + (X1 — X9, 2) = 1 (Hxl + x9 + zHQ — ||z + 22 — z||2

+Hlog — 29 + 2H2 — |lar — 29 — z||2)
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2@+ 2) + @l + @+ 2) - 2 )?)
21— )+ 2l + s~ 2) — o)

= 1 Cllea 2P+ 2ll?) — @l — 21+ 2l)

= 3 (o + 2l ~ o — = P)

= 2(xy,2).

Mit ;1 = @3 = @ erhalten wir (22, z) = 2(z,z) und mit 2, = 3(z + y), 2 = 5(z — y)
erhalten wir
(T,2) + (y,2) = 2z +9)/2,2) = (z+y,2). 4)
Es bleibt also zu zeigen, dass (awx,y) = o(z,y) fiir alle a € R und alle z,y € V.
Fiir m € N folgt aus (4) die Gleichung
(mz,y) = mz,y)

fiir alle 2,y € V. Da (0,y) = 0 folgt

0= <0*y> = <l‘—l’,y> = <l‘+ (_I)>y> = <I)y> + <_I’y>

und somit (—z,y) = —(z,y). Also ist (mz,y) = m(z,y) firallem € Z und z,y € V.
Dabher gilt

/e, 0) =+ (may) = (a0)

S|

1
((m/n)z,y) = —n((m/n)z,y) =
fiir m € Z und n € N*, also ist
(ra,y) = () (5)

fiir alle » € Q. Spéter werden wir auch zeigen konnen, dass die Funktion (-, -) stetig
ist. Die Gleichung (az,y) = a(z,y) fir « € R und z,y € V folgt dann aus (5) und
der Stetigkeit des inneres Produkts.

Hausaufgaben

(H4.2)

Seien ¢ < b € R und C([a,b],R) der Vektorraum aller stetigen Funktionen f : [a,b] — R.
Wir definieren die Funktion || - ||y : C([a, b], R) — R durch

Hle:/ |f(z)| dx.
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(a) Zeigen Sie, dass || - ||; ein Norm auf C([a, b], R) ist.

(b) Sei (fn)n eine Folge von Punkten aus C([a,b],R), d.h. eine Folge von stetigen Funk-
tionen f, : [a,b] — R. Die Folge (f,), heit Cauchy-Folge in dem normierten Vek-
torraum (C([a,b],R), || - ||1), wenn gilt:

(Ve > 0)(3N € N)(VYm,n > N)(||fn — fiml1 < &)

Die Folge (f,,)n heiit konvergent in (C([a, b],R), ||-||1) mit Grenzwert f € C([a,d],R),
wenn gilt
(Ve > 0)(3N € N)(vn = N)([lfn — fll <)

Finden Sie eine Cauchy-Folge (f,,), in (C([—1,1],R),||-|1), die in (C([—1,1],R), ||-]l1)
nicht konvergiert.

(c) Sei f,:[0,1] = R, f.(z) = 2™ Konvergiert die Folge (f,.), in (C([0,1],R),] - 1)?
Losung.

(a) Wir verifizieren (i)—(iii) aus der Definition einer Norm auf Seite 3 f. in Analysis II
von Forster:

(i) Sei f € C([a,b],R) mit f(z) =0 fiir alle z € [a, b]. Dann gilt

b b
||f||1:/ \f(:r)\dx:/ 0dz = 0.

Sei umgekehrt f € C([a,b], R) mit ||f]j; =0, d.h.

[ 15wz =o.

Nach Aufgabe 5(b) in der Probeklausur zu Analysis I gilt f(z) = 0 fiir alle
x € [a,b], d.h. f=0.
(i) Seien A € R und f € C([a,b],R). Es gilt
= [ slde= W= [ )=
(iii) Seien f,g € C([a,b],R). Es gilt
b
I£4gl = [ 10+ 9@
i
= [ 1)+ gt ds

b
/ F@)] + o) de

b b
/ \.f<x>|dx+/ l9()] dz = | £l + llgll-

IN

(b) Fiir n € N* definieren wir f, : [-1,1] — R,
-1 ifze[-1,-1/n],
falz) =< nx ifzel[-1/n,1/n],
1 ifze(l/n1l.

(Skizzieren Sie den Graphen von f, fiir n = 2,3,4!) Fiir n > mund « & [-1/m, 1/m)]
gilt fn(x) = fm(z) und daher

an_fmul = / ‘fn fm )|d$
1/m
= [ @) - @)l s

1/m
1/m 4
< / 2dz = — "=570.
—1/m m

Also ist (f,,), eine Cauchy-Folge in der Norm || - ||;. Beachte, dass (f,), punktweise
gegen die unstetige Treppenfunktion f :[—1,1] — R,

-1 ifz € [-1,0],
fle)=< 0 ifz=0,
1 ifz el

konvergiert.

Sei g € C([—1,1],R). Wir werden zeigen, dass (f,), in der Norm || - ||; nicht gegen
g konvergieren kann. Sei 0.B.d.A. ¢(0) > 0. Da g stetig ist, existiert ein § > 0 mit
lg(z) — g(0)| < 1/2 fiir || < ¢ und somit g(z) > —1/2 fiir z € [-6,0]. Sei N > 1/4,
d.h. 6 > 1/N. Fiir alle n > 2N gilt dann f,(z) = —1 fiir € [-1/N, —1/(2N)] und
somit

g—fulh = / \fule) — g(@)] de

v
I |
.
=
l\?
E
N
=
&
2
E
8

\Y
—
= N
= =

N
E

_

T~

[\]

=¥

=2

|
[N}
>

Also konvergiert (f,), nicht gegen g in (C([—1,1],R), || - ||). Falls g(0) < 0 argumen-
tieren wir auf die gleiche Weise.

(c) Die Folge (f,)n konvergiert punktweise gegen die unstetige Funktion f : [0,1] — R

mit ; 4
0 fallsz #1,
f(I):{ 1 fallsxz=1.



Allerdings konvergiert (f,), in der Norm || - ||; gegen die Funktion g = 0: Es gilt

1 n—oo
—

n+1

1 1
I fn =gl :/ |fn(1’)70|d1’:/ " dr = 0,
0 0

und somit gilt
(Ve > 0)(AN € N)(vVn = N)(|Ifn — gl <e).

(H4.3)

(a) Zeigen Sie, dass (C([0,7],R), || - [|l1) kein Innenproduktraum ist, d.h. dass || - ||; von
keinem inneren Produkt induziert wird.
Hinweis: Zeigen Sie, dass die Parallelogrammgleichung in (C'([0, #],R), || - ||1) nicht
gilt. Benutzen Sie dafiir z. B. die Funktionen f, g : [0, 7] — R mit

1  cost 1 cost

f@)=5+—5 9)=5-—

(b) Sei (V,(-,-)) ein Innenproduktraum iiber R. In (G4.1) haben wir gezeigt, dass fiir
alle z,y € V gilt

[z, )| < ]l lyll, (6)
wobei || - || die von dem inneren Produkt (-, -) induzierte Norm ist. Zeigen Sie, dass
[z, y)| = Nzl Iyl

genau dann gilt, wenn y = 0 oder x = Ay fiir ein A € R.

Hinweis: Man setze A = (z,x)/(y, ), wenn (y, x) # 0 ist.
Losung.

(a) Esgilt (f+9¢)(t) =1 und (f — g)(t) = cost fiir alle t € [0,7]. Also ist ||f +g|li =7

und 2
||fng1:/ |cost\dt:/ costdtf/ costdt =2.
0 0 /2

Weiter gilt
|1  cost t sint]" 7
= —+—|dt=|-+—| ==
I = [ |5+ 5 =[5+ 55 =3

2" 2 |,
und
ot = [ |- 5 o= [5- %] -5
o 27 2 27 2], 2
Also ist

2 £13 +20gllt = 7 # 7 + 4= |If +gllf + |1 - gl
Somit gilt die Parallelogrammgleichung nicht. Nach (G4.1) wird || -||; nicht von einem
inneren Produkt induziert.

(b) Es ist klar, dass mit y = 0 gilt [(z,y)| = ||z]| ||ly]|. Sei A € R so dass z = Ay. Dann
gilt
o) = 10w 9] = I Ky, = Il = 2wyl = Dl ).

Umgekehrt miissen wir zeigen: Wenn y # 0 und |(z, y)| = ||z|| ||ly|| ist, existiert A € R
mit 2 = Ay. Der Fall (x,y) = 0 ist trivial. Sei also (z,y) # 0. Wir setzen

(2, )
(y, )

A\ =

)

und mit |(z,y)| = ||z|| ||y|| erhalten wir

0 < (z—=Ay,z—Ay)
= (z,7) = 2Xz,y) + X*(y,9)
(z,2)*(y, y)
(y, z)?
(2, )|l ]* ly?
(y,z)?
(z, 2)||[1* ly]I?
2 lyl?

= (z,x) —2(z,z) +
= 7<TT> +

= —(z,z)+
= 0.

Also ist z — Ay = 0.



