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Sie f, : [a,b] — R, n € N, eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen, welche gleichmiflig gegen
f :[a,b] - R konvergiert. Zeigen Sie, dal dann auch die Grenzfunktion f Riemann-integrierbarer ist

und dafd gilt

/abf(x)dxzi}irgo'/abfn(x)dx.

Losung. Wir zeigen, daf$ es zu jedem & > 0 zwei Treppenfunktionen ¢ und y gibt mit

b b
p<f<y und f w(x)dx—f p(x)dx<e.

Wegen der gleichmifligen Konvergenz gibt es einen Index n mit

£

() =10 < 35

Da f, Riemann-integrierbar ist, gibt es Treppenfunktionen ¢, und y mit

b b
o< fu<wy und /; WO(x)dx_L po(x)dx <¢g/3.

Wir setzen
I3

$() = 9o(x) = 35— und () = yo(0) + 5

Dann gilt

& &

p() < () = 5y SO )+ 5oy <w)

und

fabu/(x)dx—/ab(p(x)dx:fab[llfo(x)Jfﬁ] dx—/ab[‘/"’(x)_ﬁ] dx

b b
:§+/ wo(x)dx—/ goo(x)dx§§+£:e.
3 a a 3 3

Es bleibt zu zeigen, dafd

fubf(x)dxznli_)ngofubfn(x)dx.

Sei & > 0. Wegen der gleichméfligen Konvergenz gibt es einen Index N mit

|fu(x) = f(x)] < 2(b£— ) firallen > Nund x € [a, b].

Fiir n > N folgt

‘fabfn(x)dx—fahf(x)dx

&

Sfah|fn(x)—f(x)|dx£fahz(b_a) dx =¢/2

<E.



Aufgabe 2
Sei f(x) = . Berechnen Sie die Taylor-Reihe T f, a] fiir jedes a € R \ {1} und bestimmen Sie ihren

1-x*
Konvergenzradius.
Losung. Um die Ableitungen von f zu bestimmen, zeigen wir per Induktion nach n, daf3

n!
(1 _ x)n+1 :

f(x) =
Fiir n = 0 ist
FO ) = ) = .

Angenommen, wir haben die Formel schon fiir n gezeigt. Dann folgt

n! ]: | -(n+1) (n+1)!

(1 x)n1 n'(l—x)"“ (= ):W

F) = g - 1|

Fiir a # 1 ergibt sich somit

oo (n) a )
fa) -3 L ! )<x—a>"=zoﬁ<x—a>".

Nach Aufgabe (G2.1) der 2. Ubung gilt fiir den Konvergenzradius R die Formel

1 1
e limsup v/|(1 - a)~("*D]|. = limsup {/[1 - a| ! - limsup /|l — a| " =1-

n—oo n—oo n—>00 |1 - a|

DaheristR = |1 - al.

Hausaufgaben

Aufgabe 3
Sei f,, : [0, oo[— R die Funktion

fu(x) = %efx/".

Zeigen Sie, daf} (f,, ) gleichmiflig konvergiert und daf3

tim [ fudxs [T lim fd.
fim [ s [ tim s
(Dieses Beispiel zeigt, daf3 §21 Satz 4 nicht fiir uneigentliche Integrale gilt.)

Aufgabe 4

In dieser Aufgabe zeigen wir, daf8 wir die Bedingungen von §21 Satz 5 abschwéchen konnen. Anstatt die
punktweise Konvergenz der Folge ( f,)» zu fordern, reicht die Konvergenz der Funktionswerte ( f,(x0))x
an einem einzigen Punkt xj.

Sei f, : [a,b] = R, n € N eine Folge von stetig differenzierbaren Funktionen. Angenommen, die
Ableitungen ( f;), konvergieren gleichmifig gegen eine Funktion f* : [a,b] - R und fiir mindestens
einen Punkt x € [a, b] konvergiert die Folge (f,(x0) ). Zeigen Sie, daf} die Folge (f,), im gesamten
Intervall [a, b] punktweise konvergiert.



