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(G2.1) (Die Hadamardsche Formel)

Sei f(z) = Yooy ca(z — a)" eine Potenzreihe mit komplexen Koeffizienten ¢,. Sei R der
Konvergenzradius dieser Reihe. Man zeige

-1
R= (lim sup 4/ cn|) .

Dabei vereinbaren wir (in diesem Zusammenhang), dass 0! = oo und co™! = 0.

Losung.

Der Beweis ist eine Anwendung des Wurzelkriteriums. Beachte, dass das Wurzelkriterium
aus Analysis I (G7.1) auch fiir komplexe Reihen gilt, genau wie das Majorantenkriterium
und das Quotientenkriterium (vgl. Forster Analysis I, Seite 131). Sei

-1
pi= (limsup Vi |c,,,\> .

n—o00

Wir wollen zeigen, dass p = R. Da

Vealz —a)?| = |z —alV/|cal

gilt, folgt
limsup {/|ca,(z — a)?| = |2z — a|limsup {/|c.| < 1 — |z —a|l <p
n—oo n—oo
und

limsup v/|c,(z — a)?| =

n—oo

z —a|limsup V/]c,| > 1 = |z —a|] > p.
n—o0

Wir zeigen zuerst, dass p < R. Falls |z — a| < p gilt, d.h. limsup,_, ., /|ca(z —a)?| < 1,

gibt es € > 0, so dass
limsup V/|ca(z —a)?| <1 —e.

n—o0

Also existiert nach § 9 Satz 4 ein ng € N mit
€
Vie(z —a)| <1—e+3

fiir alle n > ng. Somit konvergiert oo ¢,(z — a)” nach dem Wurzelkriterium absolut. Es
folgt, dass p < R.

Wir miissen noch zeigen, dass p > R. Falls |z —a| > p, d. h. limsup,,_, ¥/|ca(z — a)?| > 1,

gibt es € > 0, so dass
limsup V/|c,(z —a)"| > 1 +¢.

n—oo

Damit folgt aus § 9 Satz 4, dass es unendlich viele Indizes m € N gibt mit

€
Viem(z —a)y™ >1+¢e — T
also

ez = a)"| > (1+ %) S

Also gilt nicht ¢,(2 — a)® "= 0, und somit konvergiert > °° ¢, (z — a)" nicht. Es folgt,
dass p > R.

Beachte, dass wir keine Aussage iiber den Fall |z — a| = p gemacht haben.

(G2.2) (Die Euler-Mascheronische Konstante)

Sei
N

YN = Z%flogN.

n=1

(i) Man zeige 0 < yy < 1 fiir alle N > 1.
(i) Man beweise, dass der Limes

v:= lim vy

N—oo

existiert.
Bemerkung: Die Zahl v heifit Euler-Mascheronische Konstante; es gilt

v =0.57721566. ..

Die Euler-Mascheronische Konstante tritt in der Mathematik hdufig und manchmal auch
ganz unerwartet in unterschiedlichen Teilgebieten auf. Trotz grofer Anstrengungen ist bis
heute unbekannt, ob diese Zahl rational oder irrational ist.

Losung.



(i) Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 gilt

1 /7L+l 1 1
< —dr < —.
n+1 n T n

Durch Summation erhilt man daraus fiir N > 1
- < —dr < —.
SR

Da le % dx = log N, ergibt sich

N

1 1
N < YW = ZﬁflogN < 1.
n=1
(ii) Um zu zeigen, dass die Folge (yx) konvergiert, beweisen wir, dass sie monoton fillt.
Die Differenz zweier aufeinanderfolgender Terme ist

_ N 1
IN-1— 7N = l0g N_1 N

Unsere Behauptung ist daher bewiesen, wenn wir zeigen konnen, dass 1/N <
log(N/(N — 1)), oder, was damit dquivalent ist,

, N 1
1/N < log(N/(N—-1)) e fiir N > 1.
o= c N-1 1-1N "

Dies erkennt man z. B. durch Vergleich der Reihen-Entwicklungen

o] n

T
SR — R
e = Zn!’
n=0
! i " i o] < 1
= T ur |(r .
1—2
n=0
]
Hausaufgaben

(H2.3)

(i) Geben Sie eine stetige Funktion f : R — R an, so dass der Grenzwert

R
é%[Rf(x)dx

existiert, das uneigentliche Integral

aber nicht.

(ii) Untersuche die folgenden Funktionenfolgen bzw. Funktionenreihen auf punktweise
und gleichméfige Konvergenz:

(a) fn( x) = Vn?z3, 2 €[0,5], n €N
(b) L .1
nz:;n3+:r3 r

(€) gn(z) = sinf7 zeR, neN".
n

Losung.

(i) Sei f:R — R, f(x) = z. Es gilt

R z2 kR R2 R?

fiir alle R > 0 und daher limp_, ff f(z)dx = 0. Weiter gilt

R 00
/ fyde = = 5 foc,

und somit existiert [ f(x) dz nicht. Daher existiert auch [*_ f(z)dx nicht.
(i) (a) Fiir z €]0,5] gilt:
iy Vi = Jim (V)" ()" = (g, )" (Jimg )" =1-1=1.
Fiir o = 0 ist
lim ¥n?- 2% = lim V0 =0.

Also ist (f,)n>1 punktweise konvergent auf [0, 5] mit der Grenzfunktion
0 fallsz =0,
f@) = { 1 falls z €]0,5).
Da f nicht stetig ist, aber f, fiir jedes n € N* stetig auf [0,5] ist, kann (fp)n>1
auf [0,5] nicht gleichmiBig konvergieren.
(b) Wir setzen h,,(r) := na?/(n® + 2®) fiir jedes z € [0,1] und n € N*. Dann gilt

na? n 1

hn ()] =

fiir alle z € [0, 1] und alle n € N*. Also ist

[ I S G
n3+x3 nd+ax3 ~ nd  n?

o)

Zl\h oy < Z

und damit konvergent nach dem Majorantenkriterium. Mit dem Weierstra3schen
Konvergenzkriterium folgt nun die gleichméafiige Konvergenz der untersuchten
Funktionenreihe. Damit konvergiert diese insbesondere auch punktweise.
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(c) Fiir alle z € R gilt lim,, o 2/n = 0 und da die Sinus-Funktion stetig ist, gilt

lim sin <%) =sin(0) =0

n—o00

fiir alle x € R. Also konvergiert (g,),>1 punktweise gegen die Nullfunktion. Die
Konvergenz ist aber nicht gleichméflig, denn fiir z,, := 4 gilt

T
n\tn) = si =)=1
gn(xy) = sin (2)
fiir alle n € N*. Also ist
lgn = Olle = llgnllz = |gn(zn)| =1

fiir alle n € N* und somit kann (g, ),>1 nicht gleichméfliig gegen die Nullfunktion
konvergieren.

(H2.4)

Es sei D C R und fiir jedes n € N sei f, : D — R eine Funktion. Zeigen Sie: Ist die
Funktionenfolge (fn)nen gleichméBig konvergent mit Grenzfunktion f und ¢ : R — R
eine gleichmiiflig stetige Funktion, so ist auch die Funktionenfolge (¢ o f,)nen gleichméBig
konvergent und ihre Grenzfunktion ist ¢ o f.

Losung.

Sei € > 0. Dann gibt es dank der gleichméBigen Stetigkeit von ¢ ein § > 0, so dass
[o(y) — d(z)] <e firalley,z€ Rmit |y —z| <§

ist. Da weiter (f,)nen gleichmiBig gegen f konvergiert, existiert ein N € N, so dass
[fulz) = f(z)] <6 firallen > N und alle z € D

gilt. Damit gilt fiir alle x € D und alle n > N

(90 fu)(z) = (D0 f)(2)] = [6(fu(x)) — &(f(2))] <&,

womit wir gezeigt haben, dass ¢ o f,, gleichméfig auf D gegen ¢ o f konvergiert.



