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Analysis II
Übung 

Aufgabe 

Berechnen Sie folgende Integrale:

(a) ∫ 



xe−x


dx

(b) ∫ π/



cos x√
 − sin x dx

Lösung. (a) Substitution mit u ∶=  − x ergibt
∫ 



xe−x


dx = ∫ 



− 

eu du = − 


eu∣


= − 


+ 


e .

(b) Substitution mit u ∶=  − sin x ergibt

∫ π/



cos x√
 − sin x dx = ∫ 



−√
u
du = −√u∣


=  + √ =  .

Aufgabe 

Berechnen Sie folgende Integrale:

(a) ∫ π/



x sin x dx

(b) ∫ π/



x cos x dx

(c) ∫ 



xex dx

Lösung.

(a) ∫ π/



x sin x dx = −x cos x∣π/

+ ∫ π/



cos x dx

=  −  + sin x∣π/

=  −  ,

(b) ∫ π/



x cos x dx = x sin x∣π/

− ∫ π/



x sin x dx

= π


−  −  ⋅  ,

(c) ∫ 



xex dx = xex ∣

− ∫ 



xex dx

= e −  − xex ∣

+ ∫ 



xex dx

= e − e −  + xex ∣

− ∫ 



ex dx

= −e + e −  − ex ∣

= −e +  .

Hausaufgaben



Aufgabe 

Seien m, n ∈ N. Zeigen Sie mit Hilfe partieller Integration, daß

∫ π



sin(nx) sin(mx)dx =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
π für n = m ,

 für n ≠ m .

Lösung. Für n = m erhalten wir mit partieller Integration

∫ π



sin(nx) dx = − 
n
sin(nx) cos(nx)∣π



+∫ π



cos(nx) dx
=  +∫ π



( − sin(nx))dx
= x∣π


−∫ π



sin(nx) dx
= π −∫ π



sin(nx) dx .
Hieraus ergibt sich

∫ π



sin(nx) dx = π .
Angenommen, n ≠ m. Dann erhalten wir mit zweimaliger partieller Integration

∫ π



sin(nx) sin(mx)dx = − 
n
cos(nx) sin(mx)∣π



+

m

n
∫ π



cos(nx) cos(mx)dx
=  + m

n
sin(xn) cos(mx)∣π



+

m

n
∫ π



sin(nx) sin(mx)dx
= m

n
∫ π



sin(nx) sin(mx)dx .
Wegen m



n
≠  folgt aus dieser Gleichung ∫ π


sin(nx) sin(mx)dx = .

Aufgabe 

Zeigen Sie, dass das uneigentliche Integral

∫ ∞

a

f (x)dx
genau dann existiert, wenn es zu jedem ε >  eine Stelle z > a gibt, so dass
(∗) ∣∫ t

s

f (x)dx∣ < ε für alle z < s < t .
Lösung. Nehmen wir zuerst an, dass

c ∶= ∫ ∞

a

f (x)dx = lim
z→∞
∫ z

a

f (x)dx
existiert. Sei ε > . Dann gibt es ein z > a mit

∣∫ z

a

f (x)dx − c∣ < ε


für alle z ≥ z .

Für z < s < t folgt
∣∫ t

s

f (x)dx∣ = ∣∫ t

a

f (x)dx − ∫ s

a

(x)dx∣ ≤ ∣∫ t

a

f (x)dx − c∣ + ∣∫ s

a

f (x)dx − c∣ < ε


+

ε


= ε .

Umgekehrt gelte (∗). Umzu zeigen, dass limz→∞ ∫ z

a
f (x)dx existiert, betrachtenwir eine Folge (zn)n∈N

von Zahlen größer a und setzen

cn ∶= ∫ zn

a

f (x)dx .
Nach (∗) ist (cn)n∈N eine Cauchy-Folge und somit existiert limn→∞ cn = limz→∞ ∫ z

a
f (x)dx.


