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(T13.1) (Lebesgue-Nullmengen)
Eine Menge M C R™ heifit Lebesgue-Nullmenge oder Menge vom Lebesgue-Maf3 0 in R™,
falls es zu jedem € > 0 abzdhlbar viele abgeschlossene Rechtecke R; C R", ¢ € N, mit

Mc|JR  wnd ) |R|<e
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gibt. (Offensichtlich diirfen die Rechtecke auch offen gewihlt werden, denn zu einem ab-
geschlossenen Rechteck R und zu 6 > 0 gibt es ein abgeschlossenes Rechteck Rs mit
R° C RC R3 und |Rg| == |Rs| = (1 +9)|R].)

Zeigen Sie:
(i) Seien M; C R", j € N, Lebesgue-Nullmengen in R™. Dann ist U ~ o M eine Lebesgue-
Nullmongo in R"
(ii) Die Menge Q" ist eine Lebesgue-Nullmenge in R™.

(iii) Sei R C R™ ein Rechteck und sei f : R — R eine Riemann-integrierbare Funktion.

Dann ist der Graph
G(f) ={(z, f(x)) eR" : 2 € R}

eine Lebesgue-Nullmenge in R"+1

(iv) Der Einheitskreis S* = {(z,y) € R? : 22+y* = 1} ist in R? eine Lebesgue-Nullmenge.
Losung.

(i) Sei e > 0. Fiir jedes j € N ist M; eine Lebesgue-Nullmenge, also gibt es Rechtecke
R: CR", i €N, mit

McJRr,  wd IR < o
i=0

i=0

Folglich wird M := U;io M; durch die Vereinigung der abzdhlbar vielen Rechtecke
R;é, j €N, ieN, tiberdeckt. AuBlerdem gilt fiir jede endliche Teilauswahl der Rj-
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Ri| < | < — = 2¢.
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Also st 37 senxn |R:| < 2¢ unabhiingig von der gewiihlten Abzéhlung der RY.

(i) Q™ ist abzdhlbar, und fiir jedes a € Q" ist {a} C R™ offensichtlich eine Lebesgue-
Nullmenge. Also folgt die Behauptung aus (i).

(iii) Seie > 0. Das Riemannsche Integrabilititskriterium impliziert, dass es eine Partition
P von R mit

O(P, f) - =18 (sup f(S) — inf £(5)) < e (1)
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gibt. Die Vereinigung aller kartesischen Produkte
$ x [inf £(S), sup £(S)] € R

ist offenbar eine Uberdeckung von G(f) aus endlich vielen abgeschlossenen Recht-
ecken und nach (1) gilt

Z |S x [inf f(S),sup f(S)]| < e.
Sep
Also ist G(f) eine Lebesgue-Nullmenge in R"*+1.
(iv) Es gilt
PHyt=1 = <xe —1,1] undy::t\/l—x2).
Man setze f1 : [-1,1] — R, fi(z) = vV1—22 und f» : [-1,1] — R, fo(z) =
—V/1—22. Dann gilt S' = G(f1) U G(f2). Da fi und f, stetig sind, sind sie

Riemann-integrierbar auf [—1, 1]. Mit (iii) sechen wir, dass G(f;) und G(f>) Lebesgue-
Nullmengen sind. Gleiches gilt dann auch fiir deren Vereinigung S*.

(T13.2) (Lebesguesches Integrabilititskriterium)

Sei R C R™ ein Rechteck und sei f : R — R beschréankt. Die Funktion f heifit fast iiberall
stetig, falls es eine Menge M C R gibt, die in R™ Lebesgue-Ma$ 0 hat, so dass f in allen
Punkten von R\ M stetig ist.

Zeigen Sie, dass f Riemann-integrierbar ist, wenn sie fast iiberall stetig ist.

(Man kann auch die Umkehrung zeigen: Falls f Riemann-integrierbar ist, ist sie fast iiberall
stetig.)



Losung.

Sei M C R die Lebesgue-Nullmenge aller Unstetigkeitspunkte von f. Dann gibt es zu
gewéhltem € > 0 abzéhlbar viele offene (!) Rechtecke (R;);en mit

o) o0
M C U R; und Z |R;| < e.
=0 =0

Weiterhin gibt es zu jedem Stetigkeitspunkt € R\ M von f ein offenes (!) Rechteck U,
mit x € Uy, so dass

(Va',2" € U; N R)(|f(2) = f(2")| <¢)

Rc|Jru | U

JEN z€ER\M
Da aber R kompakt ist, reichen endlich viele R;, 0 < j < N, und U; :==U,,, 0 <i < N,

zur Uberdeckung von R aus:
N N
Rc|Jr ulu.
j=0 i=0

Um das Riemannsche Integrabilitiatskriterium zu erfiillen, wéahle man eine Partition P von
R derart, dass jedes S € P vollsténdig in (mindestens) einer Menge R; oder U; liegt. Dann
gilt

gilt. Folglich ist

O(P, /)= U(P, ) =>_IS| (sup f(S) — inf f(S)) =: T4 + T,

Sep
wobei
31 = Summe aller Terme, fiir die S in einem E liegt,
Y5 = Summe aller anderen Terme.

Jetzt werden 3, und ¥, wie folgt abgeschétzt:

N N

< 2 lloe D D ISI < 2lflleo D IR < 20 fllcs,
J=0 SCR; j=0

Sy < e) |S|=¢lR];
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dabei wird fiir ¥y ausgenutzt, dass jede dort auftretende Menge S ganz in einer der Mengen

U, liegt und folglich
sup f(S) —inf f(S) <e

gilt. Fasst man beide Abschitzungen zusammen, erhilt man
O(P, f)=U(P, f) <e||fll + |R])

und somit die Riemann-Integrierbarkeit von f.



