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Aufgabe 

Berechnen Sie das Maximum der Funktion f ∶ R → R mit

f (x , y) ∶= e−x
 y

unter der Nebenbedingung, daß x + y = .
Lösung. Da M ∶= { (x , y) ∈ R

 ∶ x + y = } kompakt und f stetig ist, nimmt f sein Maximum auf M

an. Wir können die Nebenbedingung schreiben als g(x , y) =  mit g(x , y) ∶= x + y − . Es gilt

grad g = (x , y) ≠ (, ) für (x , y) ∈ M .

Nach § Satz  gilt für das Maximum

grad f = λgrad g

für geeignetes λ ∈ R. Diese Gleichung liefert

−xye−x
 y
= λ ⋅ x und − xe−x

 y
= λ ⋅ y .

Für x ≠  ist nach der ersten Gleichung

λ = −ye−x
 y .

Die zweite Gleichung liefert

−xe−x
 y
= −ye−x

 y .

Also gilt x = y und x = ±y. Setzen wir dies in die Nebenbedingung g(x , y) =  ein, erhalten wir

y + y = ,

und somit y = ± √

.

Für den Fall, daß x = , liefert die Nebenbedingung y = , also y = ± √

.

Wir erhalten somit sechs Kandidaten für das Maximum :
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Die Funktionswerte von f an diesen Stellen sind

e
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 e
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 e
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 e e .

Somit ist e



√

 das Maximum von f . Es wird an den Stellen (− √

, − √


) und ( √


, − √


) angenommen.



Aufgabe 

Seien f ∶ R → R
 und γ ∶ [, ]→ R

 die Funktionen mit

f (x , y) ∶= (−y, x) und γ(t) ∶=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(, t − ) für t ∈ [, ]
( − (t − ), ) für t ∈ [, ]
(−,  − (t − )) für t ∈ [, ]
((t − ) − , −) für t ∈ [, ]

(γ ist also eine geschlossene quadratische Kurve um den Ursprung mit Seitenlänge .) Berechnen Sie

∫
γ
f (x) ⋅ dx .

Lösung. Wir teilen γ in die einzelnen Seiten γ , γ , γ , γ auf um stetig differenzierbare Kurven zu erhal-

ten. Dann gilt

∫
γ
f (x) ⋅ dx = ∫

γ
f (x) ⋅ dx +∫

γ
f (x) ⋅ dx +∫

γ
f (x) ⋅ dx +∫

γ
f (x) ⋅ dx

= ∫




f (γ(t)) ⋅ γ′(t)dt +∫




f (γ(t)) ⋅ γ′(t)dt

+ ∫




f (γ(t)) ⋅ γ′(t)dt +∫




f (γ(t)) ⋅ γ′(t)dt

= ∫




f (, t − ) ⋅ ( 

) dt + ∫





f ( − (t − ), ) ⋅ ( −

) dt

+ ∫




f (−,  − (t − )) ⋅ ( 
− ) dt + ∫





f ((t − ) − , −) ⋅ ( 

) dt

= ∫




(−t + , ) ⋅ ( 

) dt +∫





(−,  − (t − )) ⋅ ( −

) dt

+ ∫




(− + (t − ),−) ⋅ ( 
− ) dt +∫





(, (t − ) − ) ⋅ ( 

) dt

= ∫




 dt +∫




 dt +∫




 dt +∫




 dt

= 

Aufgabe 

Seien f ∶ Rn → R und γ ∶ [a, b]→ R
n stetig differenzierbar. Zeigen Sie, daß

∫
γ
grad f (x) ⋅ dx = f (γ(b)) − f (γ(a)) .

Hinweis. Benutzen Sie die Kettenregel.

Lösung.

∫
γ
grad f (x) ⋅ dx = ∫

b

a
grad f (γ(t)) ⋅ γ′(t)dt = ∫

b

a

d

dt
( f ○ γ)(t)dt = f (γ(b)) − f (γ(a)) .


