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(T11.1)
Es sei A :]0,1[— R?*? eine stetig differenzierbare Abbildung mit
_ [ a(t) b(t)
a0=(40 d )
Angenommen, die Matrix A(t) hat fiir jedes ¢t €]0, 1] zwei verschiedene reelle Eigenwerte
A1 (t) < Aa(t). Zeigen Sie
(i) durch explizite Berechnung der Eigenwerte,

(if) durch Verwendung des Satzes iiber implizite Funktionen,

dass die Abbildungen Ay, As :]0, 1[ — R stetig differenzierbar sind.
Sie konnen in (ii) ohne Beweis verwenden, dass A\; und As stetig sind.

Losung.

(i) Zur Berechnung der Eigenwerte betrachten wir

A—alt) —b(t)
—b(t)  A—d(t)

Dieser Ausdruck ist genau dann Null, wenn

PPURLN ¢ )2 HOE | 2 — ayate)

(att) +d(t) = Vial)) = d0)” + 4(?)

det(A— A(t)) = det < ) =X —(a(t) +d()) A +a(t)d(t) — b(t)>.

A =

A
1
2

oder

A = h(t) = 5 (alt) + (o) + /Talt) — A0 + 36007

ist. Da die Matrix symmetrisch ist, ist der Ausdruck unter der Wurzel immer > 0,
nach Voraussetzung ist er sogar immer > 0, denn sonst wire Ay(t) = Ao(t). Damit
sind die expliziten Ausdriicke fiir \; und A5 offensichtlich nach ¢ stetig differenzierbar.
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(ii) Zur Anwendung des Satzes iiber implizit definierte Funktionen definieren wir eine
Funktion F :]0,1[ xR — R durch

F(t,\) = det (A, — A(t)),
d.h. F(t, -) ist das charakteristische Polynom von A(t).
Nach unserer Berechnung in (i) gilt dann
F(t,\) = X2 — (a(t) + d(1)) A+ a(t)d(t) — b(t)?
und F ist stetig differenzierbar.
Sei nun (fg, Ag) €]0,1[ XR ein Punkt mit F(tp, \g) = 0, d.h. Ay ist Eigenwert von
A(tg). Wir nehmen an, es wiire DyF'(tg, Ag) = 0. Dann gilt wegen
DoF(t,\) = 2X — a(t) — d(t)
sofort 2Xg = a(to) + d(tp) und damit
0= F(to, Ao) = A — 2X5 + a(to)d(to) — b(to)® <= Aj = a(to)d(to) — b(to)*.
Fiir beliebige A € R gilt dann
F(to, ) = X2 —2X A+ 25 = (A — Ao)%,
d.h. Ao ist doppelter Eigenwert von A(to) und das war ja gerade ausgeschlossen.
Also muss Dy F(tg, Ag) # 0 sein und der Satz iiber implizit definierte Funktionen
liefert uns ein € > 0 und eine eindeutige stetig differenzierbare Funktion
Aifto—e,to+e[— R
mit A(tg) = Ag und
F(t,A\(t)) =0 firallet €ty —e,to+ €[,
d.h. fiir jedes t € |ty —€,to + €[ ist A() ein Eigenwert von A(t).

Es bleibt zu zeigen, dass A = A; oder A = Ay auf dem ganzen Intervall |ty — ¢, %o + €[
gilt. Dazu nehmen wir an, es wire A(s1) = Ai(s1) and A(s2) = Aa(s2) fiir s1, so
aus diesem Intervall und betrachten die Funktion g :|tg — €,y + €[ — R mit g(s) =
2X(s) — Ai(s) — A2(s). Dann ist g stetig (da A; und Ay stetig sind) und es gilt nach
der Definition von A\; und Ay

g(sl) = 2)\(51) — )\1(51) — /\2(81) = )\1(81) — AQ(Sl) <0
und

g(ég) = 2)\(62) — )\1(52) — )\2(52) = )\2(52) — )\1(82) > 0.
Also gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein s’ zwischen s; und s, mit g(s’) = 0 und
damit , ,

A(s') = As) +2als) ; hal#)

Da aber A(s') immer noch ein Eigenwert von A(s’) sein muss, muss dann \(s') =
A1(s') oder A(s') = Ao(s) gelten. In beiden Féllen bekommen wir den Widerspruch
A(s") = Ai(8) = Xa(s).



|
(T11.2)
Es sei a = (ag, a1, ...,a,) € R"™ und p, : R = R, p,(z) = >7_, ar 2" ein Polynom vom
Grad n > 1. Sei weiter 2y € R eine einfache Nullstelle von p,. Gegeben b = (bo, b1, ..., b,) €

R™*! definieren wir

(i)

(i)

m:R—R, po(z) = Zbkﬂck.
k=0

Zeigen Sie, dass fiir b in einer hinreichend kleinen Umgebung von a auch das Poly-
nom p, eine eindeutige einfache Nullstelle ¢(b) nahe bei zy besitzt. Zeigen Sie, dass
die so definierte Funktion ¢ in einer hinreichend kleinen Umgebung von a stetig
differenzierbar ist.

Man zeige: Besitzt p, genau n verschiedene Nullstellen, so haben auch die Polynome
pp mit b hinreichend nahe bei a genau n verschiedene Nullstellen.

Losung.

(1)

Wir betrachten die stetig differenzierbare Funktion
FIRxRY™ SR f(z,b) := py(z) = Zbkxk.
k=0

Dann ist f(z,a) = p.(x), somit f(zo,a) = pa(xo) =0 und

D1 f(wo,a) = p(w0) # 0, (1)

da zg eine einfache Nullstelle von p, ist. Nach dem Satz {iber implizite Funktionen
lisst sich die Gleichung f(z,b) = 0 fiir (z,b) nahe (zg,a) eindeutig nach x =: p(b)
auflosen und die erhaltene Funktion ¢ ist nahe a stetig differenzierbar.
Wegen

0= f(p(b),b) = pu((b))

ist dann ¢(b) eine Nullstelle von py. Da Dy f und ¢ stetig sind, schlieBen wir aus (1),
dass

py((b)) = D1 f(p(b),b) # 0
fiir b nahe a. Fiir diese b ist dann also ¢(b) tatsichlich eine einfache Nullstelle von
D-
Sind @1, ..., z, die verschiedenen einfachen Nullstellen von p,, so liefert Teil (i) ein

e > 0 und stetig differenzierbare Funktionen

¢;: Be(a) = R firj=1,...,n

derart, dass p;(a) = x; fiir alle j und py(¢;(b)) = 0 fiir alle b € B.(a) C R™™ (der
euklidischen Kugel im R"™ vom Radius £ um a). Wir setzen

0 := min{||z; — xj|l2: 0 # 5}

Nach Verkleinern von ¢ gilt dann ¢;(b) € Bsja(x;) fiir alle j = 1,...,n und alle
b € B.(a). Folglich sind ¢;(b), ..., @,(b) paarweise verschieden. Jede der Nullstellen
©1(D), ..., ©n(b) von p, ist also einfach.



