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Aufgabe 

Sei D ∶= { (x , y) ∈ R
 ∶ x ≤ } und f ∶ D → R die Funktion

f (x , y) ∶= x − (y − x).

Finden Sie alle Extrema von f .
Lösung. grad f =  liefert

 =
∂ f

∂y
= −(y − x) .

Also y = x. Wegen

∂ f

∂x
(x , x) =  − (x − x)(−x) =  ≠ 

hat f also keine lokalen Extrema im Inneren von D. Den Rand von D besteht aus den Geradenmit x = −
und x = . Wir erhalten

f (−, y) = − − (y + ) und f (, y) =  − (y − ) .

Die Ableitungen dieser Funktionen sind

d

dy
f (−, y) = −(y + ) = −y −  ,

d

dy
f (, y) = −(y − ) = −y +  .

Hieraus ergibt sich y = − bzw. y =  für die möglichen Extrema. Wegen

d

dy
f (−, y) = − und

d

dy
f (, y) = −

kann es sich dabei umMaxima handeln. Wegen

f (−,−) = − −  = − und f (, ) =  −  = 

und, da f (x , y) ≤ x ≤  für x ∈ [−, ] ist, liegt das globale Maximum also bei (, ). f hat kein globales

Minimum.

Aufgabe 

Sei f ∶ Rn → R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, und sei γ ∶ R → R
n eine Kurve, deren

Punkte gerade die lokalen Minima von f sind. Zeigen Sie, daß Hess f nicht positiv definit ist.
Lösung. Da f (γ(t)) ein lokales Minimum von f ist, muß die Funktion f ○ γ konstant sein. Also gilt

 =
d

dt
( f ○ γ) = d

dt

n

∑
i=

Di f (γ(t)) d
dt

γi(t)

=
n

∑
i=

n

∑
k=

DkDi f (γ(t)) d
dt

γk(t) d
dt

γi(t) +
n

∑
i=

Di f (γ(t)) d


dt
γi(t)

= ⟨Dγ(t), Hess f (γ(t))Dγ(t)⟩ +
n

∑
i=

Di f (γ(t)) d


dt
γi(t)



Wegen grad f =  folgt hieraus

⟨ξ, Hess f (γ(t))ξ⟩ =  mit ξ ∶= Dγ(t) .

Also ist Hess f (γ(t)) nicht positiv definit.
Aufgabe 

Bestimmen Sie alle lokalen Minima der Funktion f ∶ R → R

f (x , y, z) ∶= (x + y) − x − y + z

und zeigen Sie, daß eine Kurve γ existiert, deren Punkte gerade die lokalen Minima von f sind.
Lösung. Mit r ∶=

√
x + y erhalten wir

f (r, z) = r − r + z.

Wegen z ≥  muß für ein Minimum dieser Funktion z =  gelten. Das Minimum für r − r ergibt sich
aus

∂ f

∂r
= r − r =  .

Also ist r =  oder r = . Wegen

∂ f

∂r
= r − 

ist nur r =  ein Minimum. Wir erhalten also x + y =  und z = . Dies ist der Kreis

γ(φ) = (cosφ, sinφ, ) .


