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Aufgabe 1
Wir betrachten zweimal stetig partiell differenzierbare Funktionen f = (fi, f2, f3) : R> — R>.
(a) Berechnen Sie rot f fiir
[l y:2) = (xxp,1).
(b) Zeigen Sie, dafy man rot f formal als Determinante
( e ey e3 )
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schreiben kann, wobei e, e,, e3 die Standardbasisvektoren von R? sind.
(c) Zeigen Sie, dafd divrot f = 0.
(d) Zeigen Sie, daf} die Funktion
flxy.2) = (¥, 2, x92)
nicht von der Form f = rot g fiir ein g : R® - R? ist.
Losung. (a)
rot f = (a—ayl - a%(xy), a%x - %1, %(xy) - %x) =(0,0,y).

(b) Entwicklung nach der ersten Zeile liefert

det (D1 D, D3) = (sz}, - D3f2)€1 - (le}, - D3f1)€2 + (lez - Dzﬁ)@g, = I'Otf.
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(c) Nach §5 Satz 1 gilt
divrot f = div(Dsf; — Dsf2, Dsfi — Difs, Difs — D2 f1)
= Dl(D2f3 - D3f2) + Dz(D3f1 - D1f3) + D3(D1f2 - DZfl) =0.
(d)
divf = i(x2 )+i(z)+i(x z)=2xy+0+xy=3xy+0
Also folgt die Behauptung aus (c).

Aufgabe 2
Wir betrachten die Funktion f : R* - R mit

flx,y)=2xy+1

Fir c € R sei

He={(x,9)eR*: f(x,9)=c}

die Hohenlinie zur Hohe c.



(a) Berechnen Sie zu jedem Paar (xo, yo) € R? mit f(xg, yo) # 1 eine Gleichung fiir die Tangente
von H, im Punkt (xo, yo), wobei ¢ := f(x, o).

Hinweis. Zeigen Sie zundchst, daf} es sich bei H. um eine Kurve in R? handelt. In Parameterform
konnen wir die Tangente 7 : R — R? an diese Kurve im Punkt (xo, yo) schreiben als

7(A) == (x0 + Au, yo + Av)
fiir geeignete u, v € R.
(b) Zeigen Sie, daf3 grad f senkrecht auf dieser Tangente steht, d. h. dal uD; f + vD, f = 0.

Losung. (a) Wir 16sen 2xy + 1 = 2x0yo + 1 nach y auf und erhalten wegen f(xo, yo) # 1 die Gleichung

_ X0)o
R

Dies ist eine Hyperbel mit Steigung

ixoyo __%0)o

dx x x?
Fiir u = 1 erhalten wir somit

_ Koo _Jo
2 xO.

X0
Also ist
T(A) = (x0 + 4, yo = 2 A).
(b)

uD1f+vD2f:1-2y0—&-2xo:2y0—2y0:0.
X0



