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Aufgabe 

Wir betrachten zweimal stetig partiell differenzierbare Funktionen f = ( f, f, f) ∶ R
→ R

.

(a) Berechnen Sie rot f für

f (x , y, z) ∶= (x , xy, ) .

(b) Zeigen Sie, daß man rot f formal als Determinante

det
⎛
⎜
⎝

e e e
D D D

f f f

⎞
⎟
⎠

schreiben kann, wobei e , e, e die Standardbasisvektoren von R
 sind.

(c) Zeigen Sie, daß div rot f = .

(d) Zeigen Sie, daß die Funktion

f (x , y, z) = (xy, z, xyz)
nicht von der Form f = rot g für ein g ∶ R

→ R
 ist.

Lösung. (a)

rot f = ( ∂
∂y
 − ∂

∂z
(xy), ∂

∂z
x − ∂

∂x
, ∂

∂x
(xy) − ∂

∂y
x) = (, , y) .

(b) Entwicklung nach der ersten Zeile liefert

det
⎛
⎜
⎝

e e e
D D D

f f f

⎞
⎟
⎠
= (D f − D f)e − (D f − D f)e + (D f − D f)e = rot f .

(c) Nach § Satz  gilt

div rot f = div (D f − D f, D f − D f , D f − D f)
= D(D f − D f) + D(D f − D f) + D(D f − D f) =  .

(d)

div f = ∂

∂x
(xy) + ∂

∂y
(z) + ∂

∂z
(xyz) = xy +  + xy = xy ≠  .

Also folgt die Behauptung aus (c).

Aufgabe 

Wir betrachten die Funktion f ∶ R
→ R mit

f (x , y) ∶= xy + 
Für c ∈ R sei

Hc ∶= { (x , y) ∈ R
 ∶ f (x , y) = c }

die Höhenlinie zur Höhe c.



(a) Berechnen Sie zu jedem Paar (x , y) ∈ R
 mit f (x , y) ≠  eine Gleichung für die Tangente

von Hc im Punkt (x , y), wobei c ∶= f (x , y).
Hinweis. Zeigen Sie zunächst, daß es sich bei Hc um eine Kurve in R

 handelt. In Parameterform

können wir die Tangente τ ∶ R→ R
 an diese Kurve im Punkt (x , y) schreiben als

τ(λ) ∶= (x + λu, y + λv)

für geeignete u, v ∈ R.

(b) Zeigen Sie, daß grad f senkrecht auf dieser Tangente steht, d. h. daß uD f + vD f = .

Lösung. (a) Wir lösen xy +  = xy +  nach y auf und erhalten wegen f (x , y) ≠  die Gleichung

y = xy

x
.

Dies ist eine Hyperbel mit Steigung

d

dx

xy

x
= −xy

x
.

Für u =  erhalten wir somit

v = −xy
x


= − y
x

.

Also ist

τ(λ) = (x + λ, y − y
x
λ) .

(b)

uD f + vD f =  ⋅ y −
y

x
⋅ x = y − y =  .


