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Aufgabe 1
Wir betrachten die Funktion f : R* - R mit

—2> fiirx#0odery#0,

f(x,y):= {"2”2

0 firx=y=0.
(a) Zeigen Sie, daf fiir jede feste Zahl a € R die Funktionen x — f(x,a) und y — f(a, y) stetig sind.

(b) Zeigen Sie, dafd die Funktion f im Punkt 0 unstetig ist.

Losung. (a) Wegen f(x,y) = f(y,x) handelt es sich bei x — f(x,a) und y = f(a,y) um dieselbe
Funktion. Wir bezeichnen sie mit g, : R — R. Fiir xo # 0 gibt es eine offene Umgebung U von x mit
0¢ Uund

ax ..
ga(x) = e furallexe U.
Also entspricht g, auf U einer rationalen Funktion und ist somit stetig in xj.
Fiir x¢ = 0 betrachten wir limy_¢ g,(x). Fiir a # 0 gilt

ax 0
lim x)=lm———=—=0.
x—0 8a(%) x=0x24+ a2 g2

Fiir a = 0 folgt ebenfalls

. .0
chlir(l)ga(x) —chlir(l); =0.

Also ist g, auch stetig in 0.
(b) Wir betrachten die Folge (x,, ¥ ) neny mit x, = y, = —. Dann ist

n+l’

1/n? 1
lim (x4, y,) =(0,0) und lim f(x,,y,) = lim [n =5 #0=1(0,0).

n—oco 1/n? +1/n?
Also ist f nicht stetig in 0.

Aufgabe 2

Sei X ein vollstindiger metrischer Raum. Zeigen Sie, daf$ folgende Aussagen dquivalent sind:
(1) X ist kompakt.
(2) Jede Folge (x4)qen in X besitzt eine konvergente Teilfolge (x, ) nen-
(3) Zujedem & > 0 gibt es eine endliche Menge von Punkten xi, ..., x, € X mit X = U" B¢(x;).

Losung. (1) = (2) Sei (x,), eine Folge in X. Wir definieren zunichst eine Folge (¥ )m>0, so dafd fiir
jedes m der Schnitt

Sm = [ Byx (k)
k-1



unendlich viele der x,, enthilt.
Um y, zu finden betrachten wir die offene Uberdeckung (B1(z))cx von X. Da X kompakt ist, gibt es
eine endliche Teiliiberdeckung

X = Bl(zl) yu---u Bl(zk) .

Eine dieser Mengen B;(z;) muf$ unendlich viele x, enthalten. Wir wihlen y; := z;.
Angenommen, wir haben yy, ..., y,, schon gefunden. Fiir y,,., betrachten wir die offene Uberdeckung
(B1/(m+1)(2))zex von X. Wieder gibt es eine endliche Teiliiberdeckung

X = Byj(m+1)(21) U+ U Byy(nary (2) -

Somit gilt

Sm = (By(m+1)(21) N Sm) U+ U (Byy(ms1)(2k) N Si) -

Da unendliche viele x, in S,, liegen, gibt es einen Index i, so daf$ unendlich viel x, in B; /(m+1) (zi) NS
liegen. Wir setzen y,,11 := z;.

Um die gewiinschte Teilfolge (x,)nen zu erhalten, wihlen wir fiir k,, den kleinsten Index, so daf3
ky > kp-y ist (falls n > 0) und xi, € S, liegt. Wir zeigen, daf3 (xy, ), eine Cauchy-Folge ist. Sie € > 0.
Dann gibt es ein N € N mit ¢/2 > 1/(N +1). Fiir m, n > N folgt wegen xj, , xx, € Sn+1, daf3

1 1
d , <d R +d , < — 4 <e.
(Xk,> Xk, ) € d(Xk,,> yN+1) + d(YN+1, Xk,) TR

(2) = (3) Angenommen, es gibt ein ¢ > 0, so daf3 fiir jede endliche Menge von Punkten x3,...,x, € X
gilt U7, Be(x;) # X. Per Induktion nach n wihlen wir eine unendliche Folge (x, ) »en wie folgt. xo € X ist
ein beliebiger Punkt. Haben wir xo, . . ., x, schon gefunden, so gibt es nach Annahme mindestens einen
Punkt x,41 € X mit x,,1 ¢ U, Be(x;). Einen solchen wihlen wir.

Wir erhalten eine Folge (x,,) sen, so daf fiir jedes n € N gilt

n-1
xn ¢ | Be(xi) .
i=0

Nach (2) hat diese Folge eine konvergente Teilfolge (x, ) sen. Dann gibt es einen Index N € N mit
d(x,,,xk,) <€ firallem,n>N.

Insbesondere haben wir also xy,,,, € B¢(x,, ). Widerspruch.
(3) = (1) Angenommen, es gibt eine offene Uberdeckung (U; ) ;c; von X ohne endliche Teiliiberdeckung.
Wir konstruieren eine Folge (A, ) ey von Teilmengen A, € X mit folgenden Eigenschaften:

o diam(A,) <27"
e ApniNAy+ 0
« Keine endliche Teilfamilie von (U;);; tiberdeckt A,,.

Nach Annahme gibt es endlich viele Punkte x;, . .., X, € X mit X = U, Bi(x;). Da (U;) er keine end-
liche Teiliiberdeckung von X enthilt, gibt es einen Index k, so daf3 (U; ) j¢; keine endliche Teiliiberdeckung
von Bj(x) enthdlt. Wir setzen Ag := By(xy).

Angenommen, wir haben Ay, ..., A, schon definiert. Es gibt endlich viele Punkte x;, ..., x,, € X mit
Ay, € UM, By (uany (x7). Wir konnen die x; so wihlen, daf8 B, (.:1)(x;) N A, # @. Wie oben gibt es einen
Index k, so dafl (U;);er keine endliche Teiliiberdeckung von B, (. (xx) enthdlt. Wir setzen A, =
By-(neny (%)

Zu jedem n € N wihlen wir einen beliebigen Punkt a, € A,. Wir zeigen, dafl (a,) ey eine Cauchy-
Folge ist. Sei ¢ > 0. Es gibt ein N € N mit 27¥*2 < ¢, Fiir m > n > N folgt

d(llm llm) < d(an’ an+1) + d(an+1, an+2) Tt d(am_l’ a’”)
< (27 4 270D 4 (70D ()Y Ly (g (mD) | gy

<2.27m o2 £ g



Da X vollstiandig ist, existiert a. := limy,_ oo a,. Sei i € I ein Index mit a. € U;. Da U; offen ist, gibt es
ein € > 0 mit B;(a. ) € U;. Zu ¢ finden wir einen Index N mit

d(ay,a.) < ; firn > N.
Sei m > N eine Zahl mit 27 < ¢/2. Dann ist
Ay € Be(ay) € U;

im Widerspruch zu der Wahl der A,,.



