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Aufgabe 

Sei R(a, b) der Raum aller Riemann-integrierbaren Funktionen f ∶ [a, b]→ R. Für f , g ∈ R(a, b) setzen
wir

∥ f ∥ ∶= ∫
b

a

∣ f (x)∣dx und f ∼ g : gdw ∥ f − g∥ =  .

(a) Zeigen Sie, daß ∥ ⋅ ∥ keine Norm auf R(a, b) ist.

(b) Zeigen Sie, daß ∼ eine Äquivalenzrelation of R(a, b) ist und daß ∥ ⋅ ∥ eine Norm auf dem Quoti-
enten R(a, b)/∼ induziert.

Lösung. (a) Sei f ∶ [a, b]→ R die Funktion mit

f (x) ∶=
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

 für x = a ,

 für x > a .

Dann ist f ≠ , aber

∥ f ∥ = ∫
b

a

∣ f (x)∣dx =  .

(b) Offensichtlich gilt ∥ f − f ∥ =  und ∥ f − g∥ = ∥g − f ∥. Also ist ∼ reflexiv und symmetrisch. Für
Funktionen f , g , h ∈ R(a, b)mit ∥ f − g∥ = ∥g − h∥ =  gilt

∥ f − h∥ = ∫
b

a

∣ f (x) − h(x)∣dx

= ∫
b

a

∣ f (x) − g(x) + g(x) − h(x)∣dx

≤ ∫
b

a

∣ f (x) − g(x)∣dx +∫
b

a

∣g(x) − h(x)∣dx

= ∥ f − g∥ + ∥g − h∥ =  .

Also ist ∼ auch transitiv und somit eine Äquivalenzrelation.
Für eine Äquivalenzklasse [ f ] ∈ R(a, b)/∼ setzen wir

∥[ f ]∥ ∶= ∥ f ∥ .

Dies ist wohl-definiert, da aus f ∼ g folgt

∥ f ∥ − ∥g∥ = ∫
b

a

(∣ f ∣ − ∣g∣)dx ≤ ∫
b

a

∣ f − g∣dx =  .

Wir müssen noch zeigen, daß ∥ ⋅ ∥ eine Norm auf R(a, b)/∼ ist. Offensichtlich ist ∥[]∥ = . Sei
umgekehrt ∥[ f ]∥ = . Dann ist

∥ f − ∥ = ∥ f ∥ = ∥[ f ]∥ =  .

Also ist f ∼ , d. h. [ f ] = [].



Desweiteren gilt

∥λ[ f ]∥ = ∥λ f ∥ = ∫
b

a

∣λ f (x)∣dx = ∣λ∣∫
b

a

∣ f (x)∣dx = ∣λ∣ ⋅ ∥ f ∥ = ∣λ∣ ⋅ ∥[ f ]∥ .

Schließlich gilt

∥[ f ] + [g]∥ = ∥ f + g∥ = ∫
b

a

∣ f + g∣dx ≤ ∫
b

a

(∣ f ∣ + ∣g∣)dx = ∥ f ∥ + ∥g∥ = ∥[ f ]∥ + ∥[g]∥ .

Aufgabe 

Eine Frechet-Norm auf einemVektorraum V ist eine Funktion ∥ ⋅∥ ∶ V → Rmit folgenden Eigenscha en:

(i) ∥x∥ =  gdw x = 

(ii) ∥−x∥ = ∥x∥

(iii) ∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥

Jede Norm ist offensichtlich eine Frechet-Norm.
Eine Metrik auf einem Vektorraum V ist translations-invariant, wenn gilt

d(x + v , y + v) = d(x , y) für alle x , y, v ∈ V .

(a) Sei ∥ ⋅ ∥ eine Frechet-Norm auf V . Zeigen Sie, daß die Funktion

d(x , y) ∶= ∥x − y∥

eine translations-invariante Metrik auf V ist.

(b) Sei d(x , y) eine translations-invariante Metrik auf V . Zeigen Sie, daß

∥x∥ ∶= d(, x)

eine Frechet-Norm auf V ist.

(c) Finden Sie eine Frechet-Norm auf R, die keine Norm ist.

Lösung. (a) Wir haben

d(x , x) = ∥x − x∥ = ∥∥ =  ,

d(x , y) = ∥x − y∥ = ∥y − x∥ = d(y, x) ,

d(x , z) = ∥x − z∥ = ∥x − y + y − z∥ ≤ ∥x − y∥ + ∥y − z∥ = d(x , y) + d(y, z) .

Desweiteren gilt

d(x + v , y + v) = ∥x + v − (y + v)∥ = ∥x − y∥ = d(x , y) .

(b) Wir haben

∥∥ = d(, ) =  .

Gilt umgekehrt ∥x∥ = , so ist

d(, x) = ∥x∥ =  .

Hieraus folgt x = .
Weiterhin gilt

∥−x∥ = d(,−x) = d( + x ,−x + x) = d(, x) = ∥x∥



und

∥x + y∥ = d(, x + y) ≤ d(, x) + d(x , x + y) = d(, x) + d(, y) = ∥x∥ + ∥y∥ .

(c) Wir setzen

∥x∥ ∶=
∣x∣

 + ∣x∣
.

Wegen ∥∥ ≠ ∥∥ ist dies keine Norm. Durch einfaches Nachrechnen läßt sich aber zeigen, daß ∥ ⋅ ∥ eine
Frechet-Norm ist. (Für die Dreiecksungleichung benötigen wir die Implikation a ≤ b⇒ a

+a
≤

b

+b
, die in

letztem Semester in Tutorium , Aufgabe  (a) gezeigt wurde.)


