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Aufgabe 1

Sei R(a, b) der Raum aller Riemann-integrierbaren Funktionen f : [a,b] — R. Fiir f, g € R(a, b) setzen
wir

b
Ifhe= [ 1fGoldx  und  feg igdw |f-gli=o0.
(a) Zeigen Sie, daf} || - |; keine Norm auf R(a, b) ist.

(b) Zeigen Sie, daf ~; eine Aquivalenzrelation of R(a, b) ist und daf} | - |; eine Norm auf dem Quoti-
enten R(a, b)/~ induziert.

Losung. (a) Sei f : [a, b] - R die Funktion mit

Flx) = {1 firx=a,

0 firx>a.

Dann ist f # 0, aber

I =[Gl =o.

(b) Offensichtlich gilt | f — f|; =0 und | f — g|1 = |g — flh- Also ist ~; reflexiv und symmetrisch. Fir
Funktionen f, g, h € R(a,b) mit | f — g|l: = ||g — k[, = 0 gilt

I~k = [ 1) - o)l
= [T g0) + 8() )] dx
< [T - golax + [ o) RG] dx

=[f-glh+lg-hl=0.

Also ist ~1 auch transitiv und somit eine Aquivalenzrelation.
Fiir eine Aquivalenzklasse [ f] € R(a, b)/~; setzen wir

1= 11
Dies ist wohl-definiert, da aus f ~; g folgt

Il lgli= [ (fl-lehdx< [ 1f-gldx=o.

Wir miissen noch zeigen, daf | - ||; eine Norm auf R(a, b)/~ ist. Offensichtlich ist |[0]]; = 0. Sei
umgekehrt |[ f]]; = 0. Dann ist

If =0l =1fl=Ilf1l=0.
Alsoist f ~; 0,d.h. [f] =[0].



Desweiteren gilt

LA = I = [ Wgeolds = 3] [ 7Gx = -1l = - 1D

Schlief8lich gilt

1+ el = 1f + gl = [ 17+ gldxs [+ lg =l + Ll = 1710+ Dl

Aufgabe 2

Eine Frechet-Norm auf einem Vektorraum V ist eine Funktion |- | : V — R mit folgenden Eigenschaften:
() ] =0 gdw x =0
(i) =] = x|
(i) [x+yl < x] + ]yl

Jede Norm ist offensichtlich eine Frechet-Norm.
Eine Metrik auf einem Vektorraum V ist translations-invariant, wenn gilt

d(x+v,y+v)=d(x,y) firallex,y,veV.
(a) Sei |- | eine Frechet-Norm auf V. Zeigen Sie, daf§ die Funktion
d(x,y) = |x -yl
eine translations-invariante Metrik auf V ist.
(b) Seid(x, y) eine translations-invariante Metrik auf V. Zeigen Sie, dafl
Ix] = d(0, %)
eine Frechet-Norm auf V ist.
(c) Finden Sie eine Frechet-Norm auf R, die keine Norm ist.

Losung. (a) Wir haben

d(x,x) =[x - x| = o] =0,
d(x,y) = lx =yl =ly-x|=d(y.,x),
d(x,2) = |x-z| =[x =y +y -z <lx =yl + |y -z = d(x, ) +d(y,2) .

Desweiteren gilt
dx+v,y+v)=lx+v-(y+v)|=lx-yl=d(xy).
(b) Wir haben
0] =d(0,0)=0.
Gilt umgekehrt ||x|| = 0, so ist
d(0,x) = x| =0.

Hieraus folgt x = 0.
Weiterhin gilt

[-x]| =d(0,-x) =d(0+x,-x+x) =d(0,x) = | x|



und
|+ y| =d(0,x+y) <d(0,x) +d(x,x+y) =d(0,x) +d(0,y) = x| + [ »].

(c) Wir setzen

]
ol = 2L
1+ |x|
Wegen | 2] # 2||1] ist dies keine Norm. Durch einfaches Nachrechnen 1463t sich aber zeigen, dafl || - | eine

Frechet-Norm ist. (Fiir die Dreiecksungleichung bendtigen wir die Implikation a < b = - < %, diein
letztem Semester in Tutorium 4, Aufgabe 2 (a) gezeigt wurde.)



