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(T3.1) (GleichmiBige Konvergenz und Differenzierbarkeit)
Wir betrachten die Funktionenfolge (f,), mit f, : R — R,

(i) Man zeige, dass (f,), gleichméBig konvergiert, und man bestimme die Grenzfunktion.
Ist die Grenzfunktion differenzierbar?

(ii) Man zeige, dass jedes f, differenzierbar ist, und man bestimme den punktweisen
Grenzwert der Funktionenfolge (f}),. Liegt hier gleichméBige Konvergenz vor?

Losung.

(i) Fiir € R gilt lim, .o fu(z) = |z|. Sel f : R — R definiert durch f(z) = |z|. Fiir
alle z € R gilt

fule) — F@)] = ’\/m%— o}

Daher ist die Konvergenz gleichméflig. Die Grenzfunktion f ist aber nicht differen-
zierbar.

(i) Jedes f, ist als Verkniipfung stetig differenzierbarer Funktionen stetig differenzierbar.
Es gilt
1 1\ 2 . —1 falls z <0,
fi(z) == (:L’2+—) = "3 0 fallsz=0
n

' 2 m 1 falls 2 > 0.

Die Grenzfunktion ist nicht stetig. Daher ist die Konvergenz nicht gleichméfig (vgl.
auch § 21 Satz 5).

(T3.2) (Taylor-Reihen)

Bestlmmen Sie den Wert v/2 = -4 1/2 bis auf einen Fehler, der kleiner oder gleich
107 ist, durch ein geeignetes Tay lor-Polynom.

Losung.

Wir betrachten die Funktion
7
fl@)=-1-2)""2 z€0,1/50],
5

und ihre Taylorpolynome T},[f, 0](z) mit Entwicklungstelle 0. Dann gilt /2 = f(1/50). Da

o) = (- = o
) = ),
@) = )T,

gilt, haben wir f(0) = %, f(0) = 1% und f”(0) = %. Also gilt

. 21 . 7 7
B[f,0)(z) :ZOxZ+E 3

Mit der Restgliedabschétzung von Lagrange erhalten wir

Ry(1/50) = 17 (50)3

fiir ein £ €]0,1/50[. Wir erhalten damit die Abschétzung

105

V2= TR 00/50) = |Ra1/50) < | - €77,

Nun ist die Funktion  + (1 — 2)~7/2 auf dem Intervall ]0,1/50] positiv und monoton

wachsend, denn ihre Ableitung ist  ~— 7/2- (1 — 2)~%? und diese Funktion ist auf dem
Intervall ]0,1/50[ positiv. Also wird obige Abschitzung fiir £ = 1/50 maximal und wir
erhalten

V2 = T3[£,0](1/50)| <

T (50\*_ 5072 VB0 _ 1

16 - 503 \ 49 T 16-503-76 16-76 — 2.76

1 5 5 5

_ - < _5.10°< 107
235298 ~ 1176490 — 1000000

Also ist 21 1 7 1 7 141421
T»[f,0](1/50) = +— =4+ ==

= = 1.41421
40 502 10 50 5 100000

2



eine Niherung von v/2 mit der geforderten Genauigkeit.

(T3.3) (Potenzreihen)

Es sel Y2, a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r €10, oo|.

n=0

(i) Zeigen Sie, dass dann die Potenzreihe ) > | 22" den Konvergenzradius oo hat.

(i) Wir setzen f(z) := Y oo, %z" fiir z € C. Zeigen Sie, dass dann fiir jedes s €]0, 7|

n=0 n!
eine Konstante M (s) > 0 existiert mit

|f(2)] < M(s) exp(|2]/s).
Losung.

Behauptung: Y >, %2" hat Konvergenzradius oo und fiir jedes s €]0,r[ gibt es eine
Konstante M(s) > 0 mit |f(z)] < M(s)exp(]z|/s).

Beweis: Es sei s €]0,7[ gegeben. Dann gilt 1/r < 1/s und da die Potenzreihe Y - a,2"
den Konvergenzradius r hat, muss limsup,_,., {/|a,| = 1/r < 1/s sein. Also gibt es ein
Ny € N, so dass {/|a,| < 1/s fiir alle n > Ny gilt. Fiir alle diese n haben wir damit auch
la,| < 1/s™

Setzen wir M(s) := max{1, |aol, s|a1|, s*|az], ..., s Han,—1|}, so gilt fiir alle n > Ny mit

dem oben erreichten )

=

lan]| =1-]an| < M(s) - |an| < M(s)

und fiir alle n € N mit n < Ny — 1 haben wir

1 1
lan| = |an| - s"— < M(s)—.
STL

sn

Zusammengenommen gilt also fiir alle n € N die Abschitzung |a,| < M(s)/s". Damit
haben wir fiir alle n € N und alle z € C

wll=1 _ M) el
nl T nl s
Da die Reihe
= M) (Y e |
> M (BN = o) -explll o

n=0
fiir jedes z € C absolut konvergiert, ist damit nach dem Majorantenkriterium auch die
Reihe 37 ° (912" fiir alle z € C absolut konvergent, also ist der Konvergenzradius dieser

Reihe oco. Weiter erhalten wir fiir alle z € C

If()] < Z ‘{:L—T:HZ\W < Z%(‘g) (%) = M(s)exp(|z|/s),

n=0 n=0

was die gewiinschte Abschétzung ist.



