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Analysis 11

Tutorium 2

In diesem Tutorium betrachten wir Folgen ( f,;) ey von Funktionen f,, : [a,b] — R fiir ein festes
Intervall I := [a, b]. Wir nennen eine solche Folge gleichgeradig stetig, wenn jedes f, stetig ist und es zu
jedem & > 0 eine Zahl § > 0 gibt, so daf3 gilt

|fu(x) = fu(y)| <& firalleneNundallex,yelImit|x—y/ <.

(Der Unterschied zur gleichmafligen Stetigkeit ist also, daf8 das § nicht von n abhdngen darf.)
Wir erinnern daran, daf eine Teilmenge A C I eines Intervalls I dicht ist, wenn jedes offene Intervall
(¢,d) mit (¢,d) n I # @ mindestens einen Punkt aus A enthalt.

Aufgabe 1

Zeigen Sie, dafd eine Folge ( f, ), von stetigen Funktionen f,, : D — R mit D ¢ R genau dann gleichmaf3ig
konvergiert, wenn es zu jedem ¢ > 0 einen Index N gibt mit

|fm(x) = fu(x)| <& firallexe Dund m,n>N.

Losung. (=) Angenommen ( f,), konvergiert gleichmiflig gegen f und sei ¢ > 0. Dann gibt es einen
Index N mit

|fu(x) - f(x)|<e/2 firallexe Dundn>N.
Fir m,n > N folgt
[fin (%) = fa (O] < [fn(x) = fF()[ + | (x) = fu(x)[ < &.

(«=) Aus der Bedingung folgt sofort, daf fiir festes x € D die Folge ( f,(x)), eine Cauchy-Folge ist.
Also konvergiert ( f, ), punktweise und

f(x) = lim £,(x)

existiert. Wir miissen zeigen, daf3 ( f,, ), gleichmiflig gegen f konvergiert.
Sei dazu € > 0. Nach Annahme, gibt es einen Index N mit

|fm(x) = fu(x)| < ¢/2 furallexe Dund m,n>N.

Wir wollen zeigen, dafl
|fu(x) — f(x)|<e furallexe Dundn>N.

Seidazux € Dund n > N. Da (fm(x))m gegen f(x) konvergiert, gibt es einen Index m > N mit
[fm () = ()] < &/2.

Wir erhalten

fn(x) = F()] < [ fa(x) = fn ()] + |fin (x) = f(x)] < &.



Aufgabe 2

Sei (fn)n eine gleichgeradig stetige Folge von Funktionen f, : I - R, I = [a, b]. Angenommen es gibt
eine dichte Teilmenge A ¢ I, so daf3 fiir alle z € A die Folge (f,(z)), der Funktionswerte konvergiert.
Zeigen Sie, daf$ die Folge ( f,,)n gleichmiflig konvergiert.

Losung. Wir verwenden das Kriterium aus Aufgabe 1. Sei ¢ > 0. Da (f,, ), gleichgeradig stetig ist, gibt es
ein § > 0 mit

|fu(x) = fu(y)| < ¢/3 firallen e Nundallex, y e Imit|x-y <.

Wir unterteilen das Intervall I in hinreichend viele Intervalle I, ..., I, so daf} die Linge jedes dieser
Teilintervalle I; kleiner als § (aber grofler als 0) ist. Da A dicht in I ist, gibt es zu jedem Teilintervall I;
einen Punkt z; € I; n A. Nach Annahme konvergiert also die Folge ( f,(2i))nen. Somit gibt es ein M; > 0
mit

|fn(zi) _fm(zi)| < 8/3 fur m,n 2> M,‘ .

Wir behaupten, dal N := M + --- + My der gewiinschte Index ist. Sei x € I und m,n > N. Der Punkt x
liegt in einem I; und somit gilt |x — z;| < 8. Wir erhalten

[fon (%) = fu (O < 1 fin (%) = fin(20)] + | fin(20) = fu(2)| + [ fu(20) = fu(2)] <&
Aufgabe 3

Sei (fn)n eine gleichgeradig stetige Folge von Funktionen f, : I - R, I = [a, b]. Angenommen es gibt
eine Konstante ¢ mit

|fu(x)| < ¢ firallexelundneN.

Zeigen Sie, daf} es eine Teilfolge ( fi, ) gibt, welche gleichmiflig konvergent ist.
Losung. Die Menge A := InQ ist abzahlbar und dicht in I. (Falls I nur aus einem Punkt besteht, so setzen
wir A := I.) Nach Aufgabe 2 reicht es, eine Teilfolge ( fi,)» zu finden, welche auf allen Punkten von A
konvergiert.

Sei 29,21, 22,... eine Aufzdhlung von A. Per Induktion nach m ¢ N konstruieren wir aufsteigende
Zahlenfolgen

m m m
So <SpT<sy <,

so daf} die Teilfolge (fim (x))nen fiir alle x € {2o, ...,z } konvergiert.

Fir m = 0 betrachten wir die Folge ( f,(20))nen. Da sie beschrénkt ist, enthilt sie eine konvergente
Teilfolge (fx,(20))nen- Wir setzen s := ky,.

Fiir den Induktionschritt nehmen wir an, daf3 (s};') e bereits definiert ist. Da die Folge ( fom (zm+1) ) nen

m+l1 .

beschrankt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge (fon (2m+1))n. Wir setzen sj*" = s} .

Seinun ky, := s),. Wir behaupten, daf3 (fi, (x)), fir alle x € A konvergiert. Sei etwa x = z,,. Es reicht zu
zeigen, dafd das Endstiick ( fi, (zm))n>m konvergiert. Da aber fiir n > m die Indizes k, = s/, eine Teilfolge
von (s)'), bilden, folgt aus der Konvergenz von ( fyn (2 ))x auch die von (fi, (2m) ) nom-



