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Analysis II
Tutorium 

In diesem Tutorium betrachten wir Folgen ( fn)n∈N von Funktionen fn ∶ [a, b] → R für ein festes

Intervall I ∶= [a, b]. Wir nennen eine solche Folge gleichgeradig stetig, wenn jedes fn stetig ist und es zu

jedem ε >  eine Zahl δ >  gibt, so daß gilt

∣ fn(x) − fn(y)∣ < ε für alle n ∈ N und alle x , y ∈ I mit ∣x − y∣ < δ .

(Der Unterschied zur gleichmäßigen Stetigkeit ist also, daß das δ nicht von n abhängen darf.)

Wir erinnern daran, daß eine Teilmenge A ⊆ I eines Intervalls I dicht ist, wenn jedes offene Intervall

(c, d)mit (c, d) ∩ I ≠ ∅mindestens einen Punkt aus A enthält.

Aufgabe 

Zeigen Sie, daß eine Folge ( fn)n von stetigen Funktionen fn ∶ D → Rmit D ⊆ R genau dann gleichmäßig

konvergiert, wenn es zu jedem ε >  einen Index N gibt mit

∣ fm(x) − fn(x)∣ < ε für alle x ∈ D und m, n ≥ N .

Lösung. (⇒) Angenommen ( fn)n konvergiert gleichmäßig gegen f und sei ε > . Dann gibt es einen

Index N mit

∣ fn(x) − f (x)∣ < ε/ für alle x ∈ D und n ≥ N .

Für m, n ≥ N folgt

∣ fm(x) − fn(x)∣ ≤ ∣ fm(x) − f (x)∣ + ∣ f (x) − fn(x)∣ < ε .

(⇐) Aus der Bedingung folgt sofort, daß für festes x ∈ D die Folge ( fn(x))n eine Cauchy-Folge ist.

Also konvergiert ( fn)n punktweise und

f (x) ∶= lim
n→∞

fn(x)

existiert. Wir müssen zeigen, daß ( fn)n gleichmäßig gegen f konvergiert.

Sei dazu ε > . Nach Annahme, gibt es einen Index N mit

∣ fm(x) − fn(x)∣ < ε/ für alle x ∈ D und m, n ≥ N .

Wir wollen zeigen, daß

∣ fn(x) − f (x)∣ < ε für alle x ∈ D und n ≥ N .

Sei dazu x ∈ D und n ≥ N . Da ( fm(x))m gegen f (x) konvergiert, gibt es einen Index m ≥ N mit

∣ fm(x) − f (x)∣ < ε/ .

Wir erhalten

∣ fn(x) − f (x)∣ ≤ ∣ fn(x) − fm(x)∣ + ∣ fm(x) − f (x)∣ < ε .



Aufgabe 

Sei ( fn)n eine gleichgeradig stetige Folge von Funktionen fn ∶ I → R, I = [a, b]. Angenommen es gibt

eine dichte Teilmenge A ⊆ I, so daß für alle z ∈ A die Folge ( fn(z))n der Funktionswerte konvergiert.

Zeigen Sie, daß die Folge ( fn)n gleichmäßig konvergiert.

Lösung. Wir verwenden das Kriterium aus Aufgabe . Sei ε > . Da ( fn)n gleichgeradig stetig ist, gibt es
ein δ >  mit

∣ fn(x) − fn(y)∣ < ε/ für alle n ∈ N und alle x , y ∈ I mit ∣x − y∣ < δ .

Wir unterteilen das Intervall I in hinreichend viele Intervalle I , . . . , Ik , so daß die Länge jedes dieser

Teilintervalle Ii kleiner als δ (aber größer als ) ist. Da A dicht in I ist, gibt es zu jedem Teilintervall Ii
einen Punkt zi ∈ Ii ∩ A. Nach Annahme konvergiert also die Folge ( fn(zi))n∈N. Somit gibt es ein Mi > 

mit

∣ fn(zi) − fm(zi)∣ < ε/ für m, n ≥ Mi .

Wir behaupten, daß N ∶= M + ⋅ ⋅ ⋅ +Mk der gewünschte Index ist. Sei x ∈ I und m, n ≥ N . Der Punkt x

liegt in einem Ii und somit gilt ∣x − zi ∣ < δ. Wir erhalten

∣ fm(x) − fn(x)∣ ≤ ∣ fm(x) − fm(zi)∣ + ∣ fm(zi) − fn(zi)∣ + ∣ fn(zi) − fn(x)∣ < ε .

Aufgabe 

Sei ( fn)n eine gleichgeradig stetige Folge von Funktionen fn ∶ I → R, I = [a, b]. Angenommen es gibt

eine Konstante c mit

∣ fn(x)∣ ≤ c für alle x ∈ I und n ∈ N .

Zeigen Sie, daß es eine Teilfolge ( fkn)n gibt, welche gleichmäßig konvergent ist.

Lösung. DieMenge A ∶= I∩Q ist abzählbar und dicht in I. (Falls I nur aus einem Punkt besteht, so setzen

wir A ∶= I.) Nach Aufgabe  reicht es, eine Teilfolge ( fkn)n zu finden, welche auf allen Punkten von A

konvergiert.

Sei z , z , z, . . . eine Aufzählung von A. Per Induktion nach m ∈ N konstruieren wir aufsteigende

Zahlenfolgen

sm < s
m

 < s
m

 < . . . ,

so daß die Teilfolge ( fsmn (x))n∈N für alle x ∈ {z , . . . , zm} konvergiert.
Für m =  betrachten wir die Folge ( fn(z))n∈N. Da sie beschränkt ist, enthält sie eine konvergente

Teilfolge ( fkn(z))n∈N. Wir setzen sn ∶= kn.

Für den Induktionschritt nehmenwir an, daß (smn )n∈N bereits definiert ist. Da die Folge ( fsmn (zm+))n∈N
beschränkt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge ( fsm

kn

(zm+))n. Wir setzen sm+n ∶= sm
kn
.

Sei nun kn ∶= s
n
n . Wir behaupten, daß ( fkn(x))n für alle x ∈ A konvergiert. Sei etwa x = zm . Es reicht zu

zeigen, daß das Endstück ( fkn(zm))n≥m konvergiert. Da aber für n ≥ m die Indizes kn = s
n
n eine Teilfolge

von (smn )n bilden, folgt aus der Konvergenz von ( fsmn (zm))n auch die von ( fkn(zm))n≥m.


