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8 Reelle Funktionen

8.1 Reelle Funktion: Eine reelle Funktion f : Dy — R ordnet jedem Element x € Dy
der Menge Dy C R eine reelle Zahl y € R zu, und man schreibt

y=f(x), zeD.
e Die Menge Dy heifit Definitionsbereich von f.
e 1 heiflt Urbild von y, und y heif3t Bild von x.

e Die Bildmenge von f ist die Menge aller Bilder,
By :={y = f(x):x € Dy}

8.2 Eigenschaften: Die Funktion f heifit
o injektiv, wenn f(z1) # f(z2) fir alle x1, 2 € Dy mit z1 # x.

e monoton wachsend/fallend, wenn f(x1) < f(x2) bzw. f(x1) > f(zy) fir alle
T1,%e € Dy mit 21 < x5,

e streng monoton wachsend/fallend, wenn f(xq) < f(z2) bzw. f(x1) > f(xa) fiir alle
T1,T2 € Dy mit 21 < @s.

e beschrinkt, wenn es eine Zahl ¢ € R gibt, sodass |f(z)| < ¢ fiir alle x € Dy.
o gerade/ungerade, wenn f(x) = f(—z) bzw. f(x) = — f(—=z) fiir alle x € Dy.
8.3 Beispiel: Sei f(x) :=1/(1+ 2?), z € Dy.
o Fir Dy =Ry ist f injektiv und By = (0, 1].
o Fiir Dy =[—1,2) ist f nicht injektiv und By = (1/5, 1].
8.4 Beispiel: Sei f(z):=x+ |z|, x € Dy.
e Fiir Dy = R ist f monoton wachsend und unbeschrénkt.
e Fiir Dy =[0,3] ist f streng monoton wachsend und beschrénkt.
8.5 Beispiel:

e Das Monom z" ist eine gerade Funktion, wenn n gerade ist und eine ungerade
Funktion, wenn n ungerade ist.

e Die Funktionen cosz und

el‘ _|_ e—l‘
coshz :=
2
sind gerade.
e Die Funktionen sin z und
eT — e
sinhz :=
2

sind ungerade.
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8.6 Regeln:
e Aus strenger Monotonie folgt Injektivitét.
e Summe und Produkt zweier gerader Funktionen sind gerade.
e Die Summe zweier ungerader Funktionen ist ungerade, aber ihr Produkt ist gerade.

8.7 Verkettung: Seien f := Dy — Rund g : D; — R zwei reelle Funktionen. Wenn
B, C Dy, dann ist die verkettete Funktion h := fog : D, — R (lies ,f nach g*)
definiert durch

h(z) := f(g(x)), =€ D,
8.8 Beispiel: Sei f(z) :=In(l — ), Dy := (—o00,1) und g(x) := cosz.
o Fir D, =R ist B, =[—1,1] ¢ Dy. Die Verkettung f o g ist also nicht definiert.
e Fir D, = (0,6) ist B, = [—1,1) C Dy und damit

h(z) = f(g(x)) =In(l —cosx), z € (0,6).

8.9 Regeln:

e Die Verkettung zweier monoton wachsender Funktionen ist monoton wachsend.

Die Verkettung zweier monoton fallender Funktionen ist monoton wachsend.

Die Verkettung zweier injektiver Funktionen ist injektiv.

Die Verkettung zweier gerader Funktionen ist gerade.

Die Verkettung zweier ungerader Funktionen ist ungerade.

8.10 Umkehrfunktion: Sei f : Dy — R injektiv, dann gibt es zu jedem Bild y € By
ein eindeutig bestimmtes Urbild z. Die Funktion, die jedem Bild das zugehorige Urbild
zuordnet, wird Umkehrfunktion genannt und mit f~! bezeichnet,

1By =R, fly) == fiir dasjenige z € D; mit f(z) =y.
Es gilt
e D1 = By und By-1 = Dy.
e [71(f(x)) =z fiir alle x € Dy.
e f(f'(y)) =y fiir alle y € By.
e« (fog) =g loft.

e Das Schaubild von f~! erhilt man aus dem Schaubild von f durch Spiegelung an
der ersten Winkelhalbierenden.
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8.11 Beispiel:

e Die Funktion f(z) = sin(x), Dy = [—7/2,7/2] ist injektiv und es gilt By = [—1, 1].
Die Umkehrfunktion f~* hat also das Definitionsgebiet D1 = By = [—1,1] und
die Bildmenge By-1 = Dy = [—n/2,7/2]. Die so definierte Umkehrfunktion wird
als Arcussinus bezeichent und man schreibt dafiir

arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2].

Der Arcussinus ordnet also jeder Zahl zwischen —1 und 1 einen Winkel aus dem
Intervall [—7/2, 7/2] zu, dessen Sinus dem gegebenen Argument entspricht. Es gilt
beispielsweise

arcsin(0) = 0, arcsin(1/2) =7/6, arcsin(—1) = —m/2,

denn
sin(0) =0, sin(7/6) =1/2, sin(—n/2) = —1.
e Die Funktion f(z) = cos(x), Dy = [0, 7] ist injektiv und es gilt By = [—1,1].
Die Umkehrfunktion f~' hat also das Definitionsgebiet D1 = By = [—1,1] und

die Bildmenge Bj-1 = D; = [0,7]. Die so definierte Umkehrfunktion wird als
Arcuscosinus bezeichent und man schreibt dafiir

arccos : [—1,1] — [0, 7.
Es gilt beispielsweise
arccos(1) =0, arccos(1/2) =x/3, arccos(—1) =,

denn
cos(0) =1, cos(m/3)=1/2, cos(m)=—1.

e Die Funktion f(z) = tan(z), Dy = (—n/2,7/2) ist injektiv und es gilt By = R.
Die Umkehrfunktion f~! hat also das Definitionsgebiet D1 = By = R und die
Bildmenge By-1 = Dy = (—m/2,7/2). Die so definierte Umkehrfunktion wird als
Arcustangens bezeichent und man schreibt dafiir

arctan : R — (—7/2,7/2).
Es gilt beispielsweise
arctan(0) = 0, arctan(1) = /4, arctan(—v3) = —7/3,

denn

tan(0) = 0, tan(w/4) =1, tan(—7/3)=—V3.
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e Die Funktion f(x) = e*, Dy = R ist injektiv und es gilt By = R.(. Die Umkehr-
funktion f~! hat also das Definitionsgebiet D;-1 = By = R und die Bildmenge
By = Dy = R. Die so definierte Umkehrfunktion wird als natiirlicher Logarith-
mus bezeichent und man schreibt dafiir

In: Ry — R.
Es gilt beispielsweise
In(1) =0, In(e)=1, In(1/e*) = -2,
denn
=1, e'=e e?=1/
2 7 3.5
1.5¢ S 3/ P
11 arcsin x | 2.5 , :
[ 2l ar¢cos x .l
0.5+ / sin X s
1.57
0 1l
-0.5 0.5
7 y O ,
-1f P . COS X
o -0.5 S
_1.5 ) . ! _17 ; s
2 ‘ ‘ —1.?/“
-2 -15 -1 -05 05 1 15 2 -15-1-05 0 05 1 15 2 25 3 35
5 7 e
47 7 g : 7 /‘/
3l tan X . )
27 ; 7 | 4
7 arctan x
1} /:
In x
0
_17 ” F2
_27 ) s -1t P s
_37 . 4 g _27 y ’ ’
_47 ; 7 _37 y 7/
5 e P S =
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 -4 -3-2-1 0 1 2 3 4 5 6 7




16. Januar 2009 58

8.12 Haufungspunkt: z, € R heifit Hiufungspunkt der Menge Dy C R, wenn es eine
Folge (x,,), gibt mit

lim z, =2., x,€D;, xz,#x, fLi.

n—oo

8.13 Beispiel:
e 1z, = 1 ist ein Haufungspunkt der Menge (0, 1).

e 1, = 1 ist kein Haufungspunkt der Menge N.
e 1, = 7 ist ein Haufungspunkt der Menge QQ der rationalen Zahlen.

8.14 Grenzwert: Sei f : Dy — R eine reele Funktion. Man sagt, dass f an der Stelle
z, den Grenzwert f, hat, wenn z, ein Hiugungspunkt von Dy ist und wenn fiir jede
gegen z, konvergente Folge (z,,), gemafl 8.12 gilt

lim f(z,) = f..

n—oo

Man schreibt dann

lim f(z) = f..

T—Tx
Wenn die Folge (f(x,)), stets bestimmt divergent ist, dann schreibt man

lim f(z) =00 bzw. lim f(z) = —o0.

T—Tx

Wenn lim,, ., f(x,) = f. fiir jede bestimmt divergente Folge (x,,), mit lim,_, =, = 00,
dann schreibt man

lim f(x) = f..

r—00

Analog sind die Ausdriicke
lim f(z)=f,, lm f(z)=+oco, lim f(z)=+o0

T——00

erklart.

8.15 Beispiel:

[ ]
limzsin(l/x) =0, lim arctan(z) = 7/2, liII(l) In|z| = —o0.

z—0 T—00

e Die Funktion f(z) = sin(1/x),z € Ry, hat an der Stelle =, = 0 keinen Grenzwert.

e Die Funktion f(x) = z,z € N, hat an der Stelle z, = 1 keinen Grenzwert, da
z, = 1 kein Haufungspunkt von N ist [— 8.13].

e Die Heaviside-Funktion H : R — R ist definiert durch

Hz) 0 flirz<O
xr) =
1 firx>0.

Sie hat an der Stelle x, = 0 keinen Grenzwert. Sei f(x) := H(x) + H(—z), dann
gilt
lim f(x) =1,

z—0

aber f(0) = 2.
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8.16 Einseitiger Grenzwert: Man sagt, dass f an der Stelle x, den rechtsseitigen
bzw. linksseitigen Grenzwert f,. hat, wenn z, ein Hdugungspunkt von Dy ist und wenn
fiir jede Folge (z,,), gemaB 8.12 mit der zusdtzlichen Eigenschaft
Tp > Ty bzw. x, <xy, neN,
gilt
lim f(z,) = f..

Man schreibt dann

lim f(x) = f. bzw. lim f(z) = f..

TlTs 1Ty

8.17 Beispiel: Fiir die Heaviside-Funktion [— 8.15] gilt

lwl%lH(a:) =0, la%lH(:v) = 1.

8.18 Stetigkeit: Eine Funktion f : D; — R heiit stetig an der Stelle x, € Dy, wenn
lim f(z) = f(z.)
f heifit stetig, wenn f an allen Stellen x € Dy stetig ist.

8.19 Regeln:

e Alle elementaren Funktionen (Polynome, exp, sin, cos, tan und deren Umkehr-
funktionen) sowie Betrag-, Potenz- und Wurzelfunktionen sind stetig auf ihrem
gesamten Definitionsgebiet.

e Summe, Differenz, Produkt, Quotient und Verkettung stetiger Funktionen sind
stetig auf ihrem gesamten Definitionsgebiet.

e Die Umkehrfunktion einer stetigen Funktion ist stetig, sofern das Definitionsgebiet
ein Intervall ist.

o Zwischenwertsatz: Sei f := [a,b] — R stetig, dann ist By ein Intervall. Das heifit
insbesondere, dass die Funktion alle Werte zwischen f(a) und f(b) annimmt.

o Satz von WeierstrafS: Sei f : [a,b] — R stetig, dann gibt es Stellen z, T € [a, b] mit
flz) < flz) < f(@), z€lab].

Eine derartige Aussage gilt in der Regel nicht, wenn das Definitionsgebiet kein
abgeschlossenes Intervall ist.

8.20 Bemerkungen:

e f ist stetig an der Stelle z, genau dann, wenn es fiir jedes € > 0 es ein § > 0 gibt,
sodass

If(x) — f(z.)| <e falls |v—ax,| <.

e Bei einer stetigen Funktion bewirken kleine Anderungen des Arguments kleine
Anderungen des Funktionswerts.

e Das Schaubild einer stetigen Funktion besitzt keine Spriinge, sofern das Definiti-
onsgebiet ein Intervall ist.

Nur die erste Aussage ist streng mathematischer Natur. Die beiden anderen sind un-
prézise, aber gelegentlich hilfreich.



