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4 Lineare Abbildungen

4.1 Lineare Abbildung: Eine Funktion f : R" — R™ heif3t lineare Abbildung von R"
nach R™, wenn fiir alle ', 5 und alle a € R gilt

flazy) = af(x)
[z +22) = f1) + f(72).

Im Fall f:R" — R” nennen wir f auch eine lineare Abbildung in R".

4.2 Beispiel: Fiir einen gegebenen Vektor @ € R" ist die Abbildung f : R” — R mit
f(Z) = (a,T)
linear.

4.3 Beispiel: Fiir eine gegebene Matrix A € R™*" ist die Abbildung f : R — R”

mit
/(&) = A%
linear.
4.4 Matrixform: Seien €1, ..., ¢, die Einheitsvektoren in R” dann kann jeder Vektor
Z € R" in der Form
I

8y
I

n
= E 7€
j=1

dargestellt werden [— 1.11]. Fiir den Funktionswert der linearen Abbildung f : R" —
R™ an der Stelle & gilt dann

@ = <Z x@) =2_wif (@),

Er ist also durch die Funktionwerte f(é)),..., f(€,) der Einheitsvektoren vollstéindig

bestimmt. Verwenden wir diese Funktionswerte als Spaltenvektoren einer (m xn)-Matrix
A, d.h.,

T

A=[a @@, @ :=f),

dann gilt
AT =AY e = 3 048 = Y i = 3 aif (&) = £(2).
j=1 j=1 j=1 Jj=1

Eine lineare Abbildung f kann also stets in der Matrixform f(#) = AZ geschrieben
werden. Die Matrix-Abbildungen geméfl Beispiel 4.3 umfassen also tatséchlich die Menge
aller linearen Abbildungen.
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4.5 Beispiel [— 4.2]: Sei @ = [ay,...,a,]7, dann ist (@,¢€;) = a;. Die Matrix A ist
also durch den Zeilenvektor

A:[f(gl)v"'7f(€n)]:[ala"'aan]:C_i

T

gegeben, f(Z) = alz.

4.6 Verkettung: Sei A € R™" und B € R™* sowie f(7) = AZ und ¢() = By die
zugehorigen linearen Abbildungen. Dann ist die verkettete Abbildung h == f o g: RF —
R™ gegeben durch

hy) = f(9(¥)) = f(BY) = ABY.
Die Matrizenmultiplikation entspricht also der Verkettung der zugehorigen linearen Ab-
bildungen.

4.7 Fixpunkt: Sei A eine (n x n)-Matrix. Ein Punkt ¢ € R™ heifit Fizpunkt von A,
wenn Av = ¢. Die Menge aller Fixpunkte wird mit

fix A ={eR": AU=7

bezeichnet. Wegen A0 = 0 ist der Nullvektor stets ein Fixpunkt, 0 € fix A. Wenn
v € fix A ein Fixpunkt von A ist, dann sind auch alle Punkte der Form tv' Fixpunkte
von A,

vefixA = tiefixA, teR.

Wenn v # 0, dann nennt man die Gerade g :tv, t € R, eine Fizpunktgerade von A. Zur
Bestimmung von Fixpunkten schreibt man

AT=7 = AG=Fi = (A—E)i=0.

Es gilt also
fix A = ker(A — E).

4.8 Beispiel [— 3.22]: Es gilt

[ 2 o2 12
A=-|-1 2 2| = A-F==1|-1 -1 2
31 9 1 9 31 9 1 1

und die Losung der Fixpunktgleichung (A — E)U = 0 ist die Fixpunktgerade

1
ixA=<{t| 1 ]|:teR
1

4.9 Spezielle lineare Abbildungen in R":
e Die identische Abbildung f(¥) = ¥ ist gegeben durch A = E.

e Eine lineare Abbildung f(#) = AZ heilt Drehung, wenn A orthogonal ist und
det A =1 gilt. Drehungen sind normerhaltend, d.h., ||AZ|| = ||Z]|, denn

JAZ||2 = (AZ)T - (A7) = iT(ATA)i = 3T Ei = 777 = ||7)°.
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— In R? ist eine Drehung um den Ursprung um den Winkel ¢ gegeben durch
[— 3.21]
A | CosP — sin ¢
| sinp  cose |’
— In R? ist eine Drehung um die z-Achse um den Winkel ¢ gegeben durch

cosp —sing 0
A= | singp cosp 0
0 0 1

Fiir allgemeine Drehmatrizen in R? ist die Drehachse durch die Fixpunktge-
rade gegeben. Der Drehwinkel ¢ bestimmt sich gemé&fl der Formel

2cosp+ 1 =spurA,

wobei spur A := a; 1 + ag 2 + ag 3 die Summe der Diagonalelemente von A ist.

e Eine lineare Abbildung f(Z) = A% heifit Projektion, wenn
A=A
gilt. In diesem Fall ist jeder Bildpunkt v = AZ ein Fixpunkt von A, denn
AV = A(AZ) = A%F = AZ = 0.

Das heifit, jeder Punkt # wird durch einmalige Anwendung der Abbildung f auf
die Menge fix A abgebildet und bleibt bei weiteren Anwendungen der Abbildung
dann unveréndert. Die Projektion heifit orthogonal, wenn

(A7 — ¥, AZ) =0
fiir alle © € R™.

— Die orthogonale Projektion auf die Ursprungsgerade ¢ : tv, t € R, ist durch

gegeben. Insbesondere ist d(Z, g) = || AZ — Z|| der Abstand des Punktes & von
der Geraden g [— 1.14].

— Sei M : (¥, 7) = 0 eine implizit gegebene Menge, also z.B. eine Gerade in R?
oder eine Ebene in R3. Die orthogonale Projektion auf M ist durch

.aT

171

St

AM =F

gegeben. Insbesondere ist d(Z, M) = ||AZ — #|| der Abstand des Punktes &
von der Menge M [— 1.18], [— 1.24].
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e Eine lineare Abbildung ¢(Z) = B heifit Spiegelung, wenn
B*=FE

gilt. Zweimaliges Spiegeln fiihrt also auf den Ausgangspunkt zuriick. Wenn A eine

Projektion ist, dann ist
B:=2A—-F
eine Spiegelung an der Menge fix A = fix B, denn
B*=(2A—E)-(2A—E)=4A> - 2AE - 2EA+E*=E
und
Br=v & 2Av—v=7v & Av=v.
Umgekehrt ist fiir eine Spielgelung B die Matrix
1
eine Projektion, denn
1 1 1
A? = 1 (B+E)-(B+E)= Z(B2+BE+EB+E2) = (2B+2E) = A.
— Die Spiegelung an der Geraden ¢ : tv, t € R, ist gegeben durch

> ST
Bg::2Ag—E:2ﬁ—E.
v

— Die Spiegelung an der Menge M : (Z,7) = 0 ist gegeben durch

i’
I72]1*

Diese Abbildung wird auch Householder-Transformation genannt.

4.10 Beispiel [— 3.22]: Die Marix

2 o2
A== | -1 2 2
31 2 —1 2

ist orthogonal und es gilt det A = 1. Also ist A eine Drehung. Geméfl Beispiel 4.8 ist
die Drehgerade gegeben durch g : t[1,1,1]7, ¢t € R, und fiir den Drehwinkel gilt

2c08sp+1=2 = cosp=1/2 = ¢==7/3.

Das Vorzeichen des Drehwinkels héngt davon ab, aus welcher Richtung man auf die
Drechachse schaut.

4.11 Beispiel: Sei v = [2,1]7. Die orthogonale Projektion auf die Gerade g : tv,t € R,
ist .
4 2
=55 1]
und die Spiegelung an der Geraden ist

113 4
Boa-p-1[0 4]
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4.12 Beispiel: Sei 7 = [1,2,—1]7. Die orthogonale Projektion auf die Ebene M :
(@,1) = 0 ist

1 5 =2 1
Avy=—-1| -2 2 2
61 1 25
und die Spiegelung an der Ebene ist
2 =21
By =2Ay—FE=| -2 -1 2
1 2 2

4.13 Basiswechsel: Ein Vektor £ € R™ kann als Linearkombination der Einheitsvek-
toren €, ..., &, dargestellt werden [— 1.11],

T

n
r = : = E xjej.
Tn j=1
Die Komponenten x1,...,x, bezeichnen wir als die kartesischen Koordinaten von 7.
Wir versuchen nun, & als Linearkombination eines anderen Systems v7,...,%, von n

Vektoren in R” darzustellen,

Dabei ist

eine (n xn)-Matrix mit den Vektoren v, .. ., v, als Spalten. Bei gegebenem Z ist also der
Vektor § = [y1,...,yn]" der unbekannten Koeffizienten gesucht. Eine Lésung existiert
und ist eindeutig, wenn det V' # 0. In diesem Fall nennen wir die Vektoren v, . .., 7, eine
Basis des R™ und erhalten ¢/ = V~'Z. Die Komponenten y, . .. ,y, von i bezeichnen wir
als die V-Koordinaten von Z. Die Matrix V beschreibt den Ubergang der V-Koordinaten
zu den kartesischen Koordinaten und V! den umgekehrten Vorgang,

r=Vy, y=V'2

Diesen Zusammenhang nennt man Basiswechsel. Sei nun f(Z) = AZ eine lineare Abbil-
dung in R". Die Darstellung von f im V-Koordinatensystem hat die Form

fy) =4y, A=V"'AV.
Die Matrizen A und A heiien dquivalent, da sie dieselbe lineare Abbildung (allerdings
beziiglich verschiedener Kooridinatensysteme) beschreiben. Durch geeignete Wahl eines
Koordinatensystems kann man erreichen, dass die Matrix einer linearen Abbildung eine
besonders einfache Gestalt erhélt.
Bilden die Vektoren vy,...,v, speziell ein Orthonormalsystem [— 3.20], dann ist die
Matrix V' orthogonal und es gilt

f@) = Ay, A=VTAV.
Fir #; = Vy; und @y = Vijp erhalten wir dann fiir das Skalarprodukt

(@, 7o) = (Vii, Vi) = (50, VI Vi) = (51, 7).

In diesem Fall bleiben also unter dem Basiswechsel alle Skalarprodukte und damit auch
alle Langen und Winkel erhalten.
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4.14 Beispiel [— 4.11]: Sei v} = [2,1]7 und @ = [—1,2], dann ist

(2 -1 L1 2 1
V‘[1 2}’ 4 _3[—1 2}

Die Projektion A, und die Spiegelung B, haben in V-Koordinaten die Form

- [10 10
w=loo) m=lo 4]

4.15 Beispiel [— 4.12]: Die Matrix
1 V2
1 V2

-2 V2
ist orthogonal, VV T = E. Die Drehmatrix A geht durch Basiswechsel iiber in

i 1/2 V/3/2 0
A=VTAV = | —/3/2 1/2 0
0 01

5.

1
V=_—|—
V6

S

\G)

Mit p = —7/3 ist dies gerade die in 4.9 angegebene Form einer Drehung um die dritte
Koordinatenachse. Diese ist hier durch den dritten Basisvektor @5 = v/2[1, 1,1] 7 gegeben
und stimmt also mit der zuvor bestimmten Drehachse {iberein.

4.16 Beispiel [— 4.15]: Sei V' wie zuvor und
f(@) =z x[1,1,1]7T.

Die Matrixform von f ist

0 1 -1
f(@) =[f(e1), f(e2), f(ez)]T = A%, A=| -1 0 1
1 -1 0
und man erhélt
i 0 V3 0
A=VTAV=| —V/3 0 0
0 00
Diese Matrix lisst sich in der Form A = /~13 . 1212 . 1211 in Faktoren zerlegen, wobei
) 1 00 . 010 3
Ar=1010]|, A:=|-10 0], A;:=+3E.
0 0O 0 0 1

Die Abbildung A, ist eine Projektion in die @7»-Ebene, A, ist eine Drehung um die
U3-Achse um den Winkel —/2, und Aj; ist eine Streckung um den Faktor /3. Die
Abbildung f lasst sich also als Verkettung einer Projektion, einer Drehung und einer
Streckung deuten.



