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3 Matrizenrechnung

3.1 Transponierter Vektor: Die Notation # € R™ bezieht sich per Definition! immer
auf einen stehenden Vektor,

I

T2

81
Il

Tn
Der transponierte Vektor T ist das zugehérige liegende Zahlenschema
=T

T o= [w, 2, ..., Ty,

das man auch als liegenden Vektor bezeichnet. Die Transposition eines liegenden Vektors
ergibt wieder einen stehenden Vektor,

- STNT T
T= (") =z, m9,...,2,]".
3.2 Matrix: Ein Zahlenschema der Form
ay1 Q12 -+ QAin
Q21 Q22 -+ QA2n
A= . .
Am,1 Am2 - Amn

heiBt (m x n)-Matriz. Im Fall n = m heiit die Matrix quadratisch. Die Eintrége a; ; € R
heilen Elemente der Matrix. Analog zur Schreibweise ¥ € R™ fiir Vektoren schreiben
wir A € R™*" fiir (m x n)-Matrizen. Die Spalten der Matrix A sind Vektoren in R™,

a1,
asg
-1 =2 —n — 5]
A - [a 7a Y 7a/ }7 a] - .
m,j
Die Zeilen der Matrix A sind liegende Vektoren in R”,
=T
&
a.
2 ST
A= y Gy = [ai,la @2, 7az,n]
=T
m

3.3 Beispiel: Die (3 x 4)-Matrix A € R3*? sei gegeben durch

3 1 4 5
A=|[1 5 2 0
07 3 2
Dann ist
. ;
asp =7, @=|2|, d =[1520], d@=|,
3 0

!Diese Definition bezieht sich auf das vorliegende Skript und ist keineswegs allgemeingiiltig.
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3.4 Addition und Skalarmultiplikation: Seien A, B € R™*" zwei Matrizen gleicher
Dimension, dann gilt Folgendes:

o Addition, Subtraktion: C':= A £ B ist eine (m x n)-Matrix mit Elementen

Cij = iy £ bjj.

o Skalarmultiplikation: Fir a € R ist C' := @A eine (m x n)-Matrix mit Elementen
Ci,j = aai’j.
Insbesondere ist 1A = A, (—1)A = —A und
00 --- 0
00 --- 0
die (m x n)-Nullmatriz. Wenn die Dimension der Nullmatrix aus dem Zusammen-

hang klar ist, schreiben wir anstelle von 0,,, auch einfach 0.

o Distributivgesetze: Fir o, f € R gilt

(a+B)A=aA+ (A, oA+ B)=aA+aB.

3.5 Matrizenprodukt: Sei A eine (m x n)-Matrix und B eine (n x k)-Matrix. Dann
ist das Matrizenprodukt C' := A - B eine (m x k)-Matrix, die durch

n
Cij = (@, V) = aisbix
j=1

definiert ist. Das Element ¢; ; ist also das Skalarprodukt der ¢-ten Zeile von A mit der
j-ten Spalte von B. Insbesondere macht das Matrizenprodukt nur dann Sinn, wenn die
Spaltenzahl von n mit der Zeilenzahl von B iibereinstimmt, da anderenfalls das Skalar-
produkt nicht erkldrt ist. Der Mal-Punkt wird meist weggelassen, wenn Verwechslungen
ausgeschlossen sind, also AB = A - B.

3.6 Beispiel: Fiir

2 1 1
A:[ég_ﬂ, B = 1 03
—4 1 2
ist
1 37
AB:l_g _i’ 11‘}, B-B=B*=| -10 4 7
-15 -2 3

Die Produkte A - A und B - A sind nicht definiert.
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3.7 Vektoren als spezielle Matrizen: Ein Vektor & € R™ kann als (n x 1)-Matrix
aufgefasst werden, also als Matrix mit nur einer Spalte. Genauso kann der liegende
Vektor 71 als (1 x n)-Matrix aufgefasst werden, also als Matrix mit nur einer Zeile. In
diesem Sinne ist fiir A € R™*" das Matrizenprodukt b= A-Z ein Vektor in R™ mit
Komponenten

n
bi = <5Z,f> = Zai,jxj.
j=1

Dies erklért insbesondere die in 2.4 eingefiihrte Schreibweise fiir lineare Gleichungssy-
steme. Man kann den Vektor b auch als Linearkombination der Spalten von A deuten,

n
b=AT =Y @
J=1

Analog ist fiir ¥ € R™ das Matrizenprodukt ¢7 = 4T A ein liegender Vektor mit Kom-
ponenten

Cj = <?j7 Eij)?

der auch als Linearkombination der Zeilen von A gedeutet werden kann,
m
' =g"A=) "y
i=1

Sind Z, Z € R™ zwei Vektoren gleicher Lénge, dann ist das Matrizenprodukt

n

EU2= ayz = (1,2)

Jj=1

gerade das Skalarprodukt der beiden Vektoren. Fiir beliebige Vektoren ¥ € R™ und
iy € R™ ist aber auch das Produkt

11 T1Y2 o TiYm

TalY1 T2Y2 -+ T2Um
B=z -y =

Tyt TpY2 - TplUm

definiert. Merke:
e Liegender Vektor mal stehender Vektor ergibt eine reelle Zahl.

e Stehender Vektor mal liegender Vektor ergibt eine Matrix.
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3.8 Beispiel: Fiir

3 1
13 2 2
A:[ ] P | 2 ,g:[ ] ER
02 —1 ) —1 5
ist
1 6 —3
Aj:‘:[ } grA=[2 4 5], #'7=5 Z§' =|4 -2
3 2 —1

Meist werden die Komponenten liegender Vektoren durch Kommata und Matrizen-
elemente durch Zwischenraum getrennt. Da einzeilige Matrizen aber liegenden Vek-
toren entsprechen, werden hier beide Varianten verwendet. Man schreibt also auch
yTA = [2,4,5]. Dies entspricht im Ubrigen den Konventionen der Programmierspra-
che Matlab, bei der Matrizenelemente einer Zeile entweder durch ein Leerzeichen oder
durch ein Komma getrennt werden kénnen.

3.9 Rechenregeln:
e Fiir die Matrizenmultiplikation gilt das Assoziativgesetz, d.h., es gilt
A-(B-C)=(A-B)-C.

Nachdem die Reihenfolge der Berechnung beliebig ist, schreibt man fiir das Pro-
dukt auch kurz ABC.

e Das Kommutativgesetz gilt dagegen nicht, d.h., im Allgemeinen ist

AB # BA.

e Aus AB = 0 folgt nicht A =0 oder B = 0.

3.10 Beispiel: Fiir
2 -1 1 2
=] 2]
0 0 -2 1
a0=[00]. mas 2 1)

3.11 Transposition: Die Transponierte einer (mxmn)-Matrix A ist eine (nxm)-Matrix,
die mit AT bezeichnet wird. Die Spalten von A7 sind die transponierten Zeilen von A,

—

A= . = AT:[ch,&Q,...,am].
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Es gilt
o (ATYT = A.
o (AB)T = BTAT.
o (AT,7) = (AT)T - ji=T7 - (A) = (7, A",
Eine quadratische Matrix A heifit symmetrisch, wenn AT = A. Es gilt

e Die Summe symmetrischer Matrizen ist symmetrisch.

e Das Produkt symmetrischer Matrizen ist im Allgemeinen nicht symmetrisch.

e Fiir beliebiges A ist sowohl AT 4 A als auch A7 - A symmetrisch.

3.12 Beispiel: Fiir

320
A=10 2 1
1 01
ist
301 6 2 1 10 6 1
AT=12 20|, AT+A=|24 1|, ATA=| 6 8 2
01 1 11 2 1 22

Insbesondere sind A7 + A und AT A symmetrisch.
3.13 Determinante [— 2.17]: Seien A und B zwei (n x n)-Matrizen, dann gilt

o Vielfaches:
det(aAd) =a"det A, a€R

Achtung, Exponent von « beachten!

o Produkt:
det(AB) = det A-det B

e Transponierte:

det(A”) = det A
3.14 Matrix-Gleichungssysteme: Ein LGS der Form

AX =B

heiBt auch Matriz-Gleichungssystem. Dabei sind A € R™*" und B € R™** gegeben und
X € R™* gesucht. Die Bestimmung der Losung X erfolgt vollkommen analog zum Losen

28

linearer Gleichungssystem geméfl Kapitel 2, indem A auf gestaffelte Form gebracht wird.
Nun sind auf der rechten Seite aber alle Spalten von B umzuformen, und die Kopfzeile
des Losungsschemas enthélt die Zeilenvektoren von X. Die Kriterien fiir die Losbarkeit
sind vollkommen analog. Insbesondere ist auch ein Matrix-Gleichungssystem mit einer

quadratischen Matrix A genau dann eindeutig losbar, wenn det A # 0.
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3.15 Beispiel: Gegeben sei das Matrix-Gleichungssystem AX = B mit

A=

[NORE V)

0
2
1

O~ =
&
Il
W W N
Tl = =

Die Losung X ist also eine (3 x 2)-Matrix. Fiir das Schema

B
2 0 1]2 7
1 2 1]3 1
2 1 2|3 5

liefert der Gauss-Algorithmus

#T 7T 7T | 2
12 o 1|2 7
0 4 1|4 -5
0 1 1|1 =2
2 0 1]2 7
0 4 1[4 -5
6]l o 0o 3|0 -3

Damit ergibt sich

6] : 3zl =10, -3] = &' =10, —1]
Al il =14, -5 = &l =1, -1]
2l 42l =127 = Z =11, 4]

und schlieBlich die Losung

1 4
X=1]1 -1
0 -1
3.16 Einheitsmatrix: Die aus den Einheitsvektoren €7, ..., &, [— 1.11] gebildete (n x
n)-Matrix
10 --- 0
01 --- 0
En = . . . . = [617527--'7€n]
00 - 1

heifit Finheitsmatriz. Wenn die Dimension der Einheitsmatrix aus dem Zusammenhang
klar ist, schreiben wir fiir £,, auch kurz E. Fiir eine beliebige (m x n)-Matrix A gilt

AE, = E,A=A.

Fiir die Determinante gilt [— 2.18] det £ = 1.
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3.17 Inverse Matrix: Sei A eine (n x n)-Matrix. mit det A # 0. Dann ist die Losung
des Matrix-Gleichungssystems

AX =F
eindeutig bestimmt. Sie wird inverse Matrixz oder auch kurz Inverse von A genannt und
mit A~ bezeichnet. Matrizen mit det A = 0 oder nicht-quadratische Matrizen besitzen
keine Inverse. Es gilt

o AATt=ATA=F

° (A 1) 1 _

e (AB)"'=B"1A"!

o (AT) T =(AHT

e det At =2 dal=det E=det(AA™) =det A-det A~! [— 3.13].

Sei AX = B ein beliebiges Gleichungssystem, dann erhélt man nach Multiplikation von
links mit A~! die Lésung X,

AX=B = A'AX=A'B = EX=A"'B = X=A'B.

Die Berechnung der Inversen lohnt sich immer dann, wenn wiederholt Gleichungssyste-
me mit derselben Matrix A und verschiedenen rechten Seiten gelost werden miissen.

3.18 Beispiel: Fiir n = 2 gilt

Ja b L1 d —b
A_[Cd} = 4 _ad_bc[_c ]

Im Nenner steht gerade det A = ad — bc, sodass die angegebene Inverse fiir det A # 0
definiert ist.

3.19 Beispiel: Fiir

121
A=|11 2
2 11
liefert der Gauss-Algorithmus
T zI 2T & & é
[1]] 1 1 1 0 0
2]] 1 21 0 1 0
3l 2 1 1] 0 o0 1
4] 0 =1 1[-1 1 0
5] 0 =3 -1|-2 0 1
6] o 0o —4] 1 -3 1
und damit
-1 -1 3
Alt=X=- 3 —-1 —1
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3.20 Orthogonale Matrizen: Eine (n x n)-Matrix A heifit orthogonal, wenn
ATA=E.

Fiir orthogonale Matrizen A und B gilt:

o A1 =AT,
o AAT = F.
o AT ist orthogonal.

AB ist orthogonal.

det A= +1,da 1 =det E = det(AAT) = det A - det AT = (det A).

Eine Matrix ist genau dann orthogonal, wenn ihre Spaltenvektoren ein Orthonormal-
system bilden, d.h., wenn die Vektoren Lénge 1 haben und paarweise orthogonal sind,

1 wenni=j

0 wenn i # j.

(&’i,cfj> = 5@',]’ = {

d; j bezeichnet man als Kronecker-Symbol. Es hat den Wert 1 fiir 7 = j und anderenfalls
den Wert 0. Die Spaltenvektoren bilden genau dann ein Orthonormalsystem, wenn auch
die Zeilenvektoren ein Orthonormalsystem bilden, d.h., wenn (d@;, @;) = 0, ;.

3.21 Beispiel: Fiir beliebige Winkel ¢ ist die Matrix

A | cose —sinp
| sinp  cosy

orthogonal.

3.22 Beispiel: Die Matrix

2 o2
A==1] -1 2 9
31 2 —1 2

ist orthogonal.

3.23 Cramer’sche Regel: Wir betrachten nochmals das lineare Gleichungssystem
AZ = b der Dimension n x n. Es gilt stets Aé, = a?,..., A€, = a*. Also kénnen

wir schreiben
AlZ ey, ...,6,] = A wobei Ay := b, 62, S adtl.

Die (n x n)-Matrix A; auf der rechten Seite entsteht also dadurch, dass man die erste
Spalte von A durch b ersetzt. Der zweite Faktor auf der rechten Seite ist ebenfalls
eine (n x n)-Matrix, die untere Dreiecksform hat, siehe 2.18. Thre Determinante ist
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gleich dem Produkt der Diagonalelemente, also x1. Man erhélt schlieflich fiir die erste
Losungskomponente mit Hilfe der Produktregel die Formel

= detA1
17 et A’

sofern det A # 0. Bezeichne allgemein Ay, die (n x n)-Matrix, die entseht, wenn man die
k-te Spalte von A durch b ersetzt, dann gilt analog

. det Ak
 det A

Ty

Diese sogenannte Cramer’sche Regel ist in der Regel nur dann effizient, wenn man an
einzelnen Losungskomponenten, nicht aber am kompletten Vektor & interessiert ist.

3.24 Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt: Eine (n xn)-Matrix A
lésst sich stets als Produkt einer orthogonalen Matrix ) und einer oberen Dreiecksmatrix
R schreiben,

-7”11 12 T3 -+ Tin |
0 7o 7o3 -+ T2
A=QR, Q=[¢,....q", R=| 0 0 r -
00 0 - |
Die Spaltenvektoren @', ...,§" und die zugehorigen Spalten der Matrix R werden wie

folgt berechnet: Fiir die k-te Spalte ergibt sich die Bedingung
@ =rug' + -+ g’

Multipliziert man diese skalar mit ¢* fiir einen beliebigen Index i < k, dann erhilt man
aufgrund der Orthogonalitit von () die Koeffizienten

rae = (@, q"). (3.1)

Mit den so bestimmten Werten definieren wir den Hilfsvektor
PF=a" =) rad (3.2)

uns 16sen die resultierende Gleichung p* = ry.¢* durch

— ﬁk —

Die tatséchliche Berechnung der Matrizen ) und R erfolgt nun sukkzessive:

e Man beginnt bei der ersten Spalte. Hier ist &k = 1 und p* = @'. Die Gleichung (3.3)
liefert die Werte fiir ¢* und rq;.
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e Nun betrachtet man k = 2. Fiir die Bestimmung von 715 gemé8 (3.1) ist nur der
bereits bekannte Wert von ¢ erforderlich. Also kann auch p? gemifl (3.2) und
damit ¢* und rey gemiB (3.3) berechnet werden.

e Fiir k = 3 lassen sich p?, ¢ und alle ;3 berechnen, da die Werte der ersten und
der zweiten Spalte bereits bekannt sind.

e Fiir beliebiges k& verwendet man die zuvor berechneten Werte der Spalten 1 bis
k—1.

Mit Hilfe der QR-Zerlegung kann man das Gleichungssystem Az = b umwandeln in
R = Q7b.

Dieses System ist einfach zu losen, da R gestaffelte Form hat. Die QR-Zerlegung ist
insbesondere auch bei der ndherungsweisen Losung iiberbestimmter Gleichungssysteme
niitzlich (Stichwort ,,Ausgleichsrechnung®).



