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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Uneigentliches Integral)
(a) Berechne das uneigentliche Integral fol In zdz.

(b) Uberpriife die Existenz des uneigentlichen Integrals fooo sinze " dz.

Loésung:

(a) Die Funktion Inz ist nur auf (0,1] definiert, daher muss man das Integral fol Inzdx als
uneigentliches verstehen, d.h fol Inzdr = lim,_g+ [ 51 In zdx. Mit Substitution z = e’ gilt es
f; Inzdr = flgatetdt =tet |) . —e' | .= —elne — 1 + £. Daraus folgt, dass fol Inzdr =

Ine
lim! |+ fal Inzdr = —1 ist.

(b) Wir miissen die Existenz von [;* sin ze~"" dx nachzuweisen. Fiir z € [0,1] ist die Funktion

sinze ™ stetig und daher ist sie auf [0, 1] Riemann-integrierbar. Es gilt fiir z > 1

P >re -3 < —x.

Daraus folgt, dass , ,

|sinze™™ | <e ™ <e "
Die letzte Ungleichung mit dem Vergleichskriterium und Beispiel (11) ergibt die Existenz des
Integrals [, sin ze=® dx.

Aufgabe G2 ( Integration rationaler Funktionen)
Bestimme folgende Integrale
(a) 22%—22 102419 ;..

z2+z—6
Losung:

(a) Esgilt [ %%dm =2r—-3+ x?ﬁiﬁ =2r—3+ % Fiir die rationale Funktion
% nehmen wir zunéchst eine Partialbruchzerlegung vor. Wir setzen % =
ﬁ + % und bestimmen die Koeflizienten A, B durch Koeffizientenvergleich. Es gilt
($_529”)J(;1+3) = (AJ(;B_);;(FEES_)zA. Aus A+ B =5 und 3B —2A =1 folgt, dass A = % und B = %
ist. Daher ist [ W&lw = [(2z-3)dz+A [ d(fj;)) +B d(f:;) = x2—3$+% In|z+

3+ LInjz—2|+e
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(b) Fiir die rationale Funktion ﬁ nehmen wir zunéchst eine Partialbruchzerlegung vor. Wir
setzen @ fl)g, = (I‘ﬁl) + € 51)2 + (wfl)3 und bestimmen die Koeffizienten A, B,C' durch
Koeffizientenvergleich. Es gilt (xfl)g = Ax2+(2Aaing+A+C. Aus A=0,2A+ B =1 und
B+ A+ C =0 folgt, dass A =0, B=1 und C = —1 ist. Daher ist fﬁdw =/ ?SI)IQ) -
J ?:iﬁ)lg = _(x}rl) + 2(x41r1)2 +c

Aufgabe G3 (Substitution)
Bestimme folgende Integrale

(a) f 1?:?4 J
2

(b) [ ergmda.
Losung:

(a) Substitution t = 22, dt = 2xdx.

/ xdx 1/ dt 1 tant + 1 tan 22 4+
JRE—— ——F — — arctan Cc = —arctanx C.
1424 2) 14+ 2 2

(b) Substituition t = 23, dt = 322dx.

/ G 1/ @l nt+e=Ltana® +
— dr==-| —— = -tant+c= -tanz® +c.
cos? 3 3 /) cos?t 3 3

Hausiibung

Aufgabe H1 (Uneigentliches Integral)
a) Berechne die uneigentlichen Integrale [ ° e~ cosbxdr und [;° e~ % sinbrdx mit a > 0.
0 0

(b) Uberpriife die Existenz des uneigentlichen Integrals floo \/;vﬁﬁdx‘

Losung:
(a) Nach der Aufgabe H1(b) aus U12ist [; e~ cos badx = %e“w 6= %ﬁg‘)me—“e—%
ﬁ. Es gilt
bsinbe —acosbe _ b a _
| (l2—|—b2 € a€|§(a2—|—b2+a2+b2)e “ —7e—00 0.

a

Daraus folgt, dass fooo e~ cosbrdr =

ez
Analog zeigt man, dass fooo e~ “sinbrdr = ﬁ ist.
(b) Es gilt 24 +1 < 224 fiir x > 1. Daraus folgt, dass

T T 1
> = .
Vit +1 = V222 Vox

Nach dem Vergleichskriterium und Beispiel (7) divergiert das Integral floo \/xﬁﬁd:v.

Aufgabe H2 (Integration rationaler Funktionen)
Bestimme folgende Integrale

1:2
(@) | wripe-n i



13. Ubung Mathematik I fiir ETiT, WI(ET), IST, CE, LaB-ET, Sport-Wiss

(b) [ e da.

Losung:
2241

(a) Fiir die rationale Funktion m nehmen wir zunéchst eine Partialbruchzerlegung vor.

2+1

Wir setzen (x+91”)2(m_1) = (x’il) + (xH)Q + = 1 und bestimmen die Koeflizienten A, B,C
durch Koeflizientenvergleich. Es gilt (-’IUJrT);Ei*l) — (A+C)a? &(ﬁ-)s—f(g)i)A BC Aus A+C = 1,

3B+2C =0und —A — B+ C =1 folgt, dass A = %,B:—lundC—list.Daherist

T d(x d(x—
f(x—i—l)Q(:c 1)d$—Af :c—:—ll)—’_Bf i;{l)—k(]f( D! :%ln|x 1’4‘ 1+C

(b) Fiir die rationale Funktion ——%— = = ( ) ) nehmen wir zunéchst eine Partialbruchzer-

legung vor. Wir setzen = 1) @ = (w T @ 31)2 + $+2 und bestimmen die Koeffizienten

A, B, C durch Koeffizientenvergleich. Es gilt

_ (A+0)a?+(A+B-2C)c—24+2B+C 5 o

G0 (z— ) (fr+2)
A+C=0,A+B—-2C=1und —24 + 2B + C = 0 folgt, dass A = 2 5, B= 3 undC:—§
ist. Daher ist [ s—5—5dz = —ﬁ 2 ln|x+2] +c.
Aufgabe H3 (Substitution)
Bestimme folgende Integrale
(a‘) fﬁ%)
b) [tanzdz,
(c) [ tanLdz.
Losung:
(a) Substitution ¢ =1In |z|, dt = 1da.
/ _dr A oo L
zln?|z| 2 o Imz] 7

(b) Substitution ¢t = cosz, dt = —sinzdz.

i dt
/tanxdwz/smxdzc:—/:—ln\t\+c:—ln\cosx|+c.
CcCoS T t

(c) Substitution t = 1, dt = — L da.

1 1 1
/ — tan — dm——/tantdtzln]cost]—i—c:—ln\cos|+c.
x T x



