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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Substitution)
Berechne

(a) [ae” dr,

(b) [(cosx + cos® x)dx
mittels Substitution.
Losung:

(a) [ ze® dr = 1 f(?.%')emQ dv =1 [eVdy = 3(e¥) +c= %(er) + ¢. Substitution y = 2.

)

(b) [(cosz+cos®z)dz = [(2—sin®z)coswdr = [(2—y*)dy = 2y—2y>+c = 2sinz—Lsind z+c.
Substitution y = sin x.

Aufgabe G2 (Partielle Integration, Substitutionsregel)
Bestimme folgende Integrale

@ | s

Substitution z = acos? ¢ + bsin? ¢ (0 < ¢ < 5)s
(b) [23Inzde,
(c) [arctanzdz.

dr mit a < z < b.

Losung:

(a) Mit Substitution x = acos? ¢ + bsin® ¢ haben wir doz = 2(b — a)sin ¢ cos ¢pdo, © — a =
(b—a)sin?¢, b —2 = (b —a)cos®¢ und /(x —a)(b—x) = (b — a)sin¢cos ¢. Daher ist
fmdx:2fd¢:2¢+c:2arctan,/%+c.

b) Esgilt [2®Inzdr = tz*lne — L [23de = L2t lne — L2t + ¢,

1 1 1 16

(c) Es gilt [arctanzdr = warctanz — [ xd(arctanz) = zarctanz — [

tIn(z?+1) +c.

xz — —
x2+1d£ﬂ = garctanz

Aufgabe G3 (Flicheninhalt)
Berechne den Flicheninhalt der Fliche, die von den Graphen der Parabel y = 2% — 2z + 3, der
Tangente an den Graphen der Parabel an der Stelle (2,3) und der Geraden x = 0 eingeschlossen
wird.
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Losung:
Die Tangente an den Graphen der Parabel y = 22 — 2z 4 3 an der Stelle (2,3) ist y(z) = 22 — 1.
Der gesuchte Flédcheninhalt F' ist

2 2 2 2
= 1’2— X X — Tr — xr = .%'2— X xr = Tr — 2 Tr — =
F_/O( 22 + 3)d /0(2 1)d /O( Az + 4)d /O( 2)%d(z — 2)

(1‘ — 2)3 |2 -0 (_2)3 — §
3 077 3 3
Hausiibung

Aufgabe H1 (Partielle Integration, Substitutionsregel)
Bestimme folgende Integrale

) [ ﬁdw mit |a| < |z|. Substitution x = acosh t.
b) [ €% cosbzdz und [ e sin bxdz.
Losung:
(a) Mit Substitution = acosht haben wir de = asinhtdt und va? —a? = asinht¢. Dann

ist f\/—dm = [dt = t+c Dat = arcoshf = In(Z + /(£)2 —1) ist fﬁdm =
In(z + Va2 — a®) + c. (Hier haben wir verwendet, dass Inaz = Ina + Inz ist).

(b) Es gilt [ €™ cosbrdr = ée‘”” cos bxr + gfe‘m sinbrdz und [ e sinbrdr = (116‘”” sinbxr —
b [ €% cos brdzr. Daraus folgt, dass [ €% cos brdr = W @ 4 cund [ e sinbrdr =
asml;:ngll))Qcos bx €% 4+ ¢ ist.
Aufgabe H2 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Der Mittelwert der auf [a,b] integrierbaren Funktion f(z) ist M = bL f x)dx. Bestimme den
Mittelwert M fiir die Funktionen: fi(z) = sinx auf [a,b] = [0, 7], fa(z) = uf [a,b] = [0,1] und
1, >0
fa(x) = ) v= 0 auf [a,b] = [—1, 1]. Kann man fiir jede von diesen Funktionen ein & € (a,b)
-1, =<

finden, so dass f(§) = M ist?
Losun Der Mittelwert M, der Funktion fi(z) = sinz auf [0,7] ist M; = L [Tsinzdr =
g ) = Jo
fo CoS ) . Der Mittelwert My der Funktion fo(z) = 2% auf [0,1] ist My = fol r?dr = 3.
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Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung fiir jede von den beiden Funktionen f; und fo lédsst
sich ein &; € (a,b),i = 1,2 finden, so dass M; = f;(&;),1 = 1,2 ist.
1, >0 .
Der Mittelwert M3 der Funktion f3(z) = . v= 0 ist M3 = %(— f£]1 dr + fol dx) = 0. Fiir
-1, z<
diese Funktion kann man den Mittelwertsatz der Integralrechnung nicht anwenden, da sie nicht
stetig auf [—1, 1] ist. Es ldsst sich auch kein € € (a,b) finden, so dass M3 = f3(§) ist, weil M3 =0
und f3(z) # 0 fiir alle = € [—1,1] ist.

Aufgabe H3 (Flicheninhalt)
Bestimme jeweils den Flicheninhalt der drei Teile, in die die Parabel 32 = a(a — ), a > 0 den
Kreis 22 4 y? = a? schneidet.

. . 2
Hinweis: foa Va2 — z2dxr = .

Losung:

Der Kreis wird in drei Teile mit den Flacheninhalten S7, S2, S3 geschnitten. Seien S7 und Sy die
Flacheninhalte von den zwei Teilen, die gleich gross sind. Dann ist

a a 2 1 a 22
51252:/ \/aQ—xzdac—/ \/a2—aa:dx:%+—/ \/QQ—aazd(a2—aaz):%—i.
0 0 aJo

Daraus folgt, dass
2 2
Ta 4a
S3=ma?—28 = — + —
3 =Tma 1 5 + 3

ist.



