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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Regeln von de 'Hospital)
Bestimme folgende Grenzwerte mit der Regel von de 'Hospital:

(a) limg— oo lr‘TI,

(b) lim z%e~*’,

T— 00
(¢) lim, g+ z®.
Losung:
(a) Esist limy oo Inz = lim,_, © = 00; wir wenden L’Hospital an: lim,_, IHT”T = lim, oo
0.
(b)

H‘H =

2
. 2?2 _ . & . 2z .
lim z?e™® = lim — (= oo durch c0) = lim —— = lim — = 0.
T—00 r—o0 e r—00 2re® r—o00 e

(c) Wir formen zunchst um: z% = (e"®)* = e* "% Also ist lim, g+ 2% = lim,_,+ e* "% =

elMs o+ 0% " da die Exponentialfunktion stetig ist. Um nun auf lim, o+ xlna 1’'Hospital

anzuwenden, miissen wir den Ausdruck erst in die Form % bringen. Dazu

1
. . Inz . z .

lim zlnz = lim — = lim —{— = lim (-2) =0

z—07t xz—0t T~ z—07F (—1).T_ z—07F

Also ist lim, o+ 2% = e = 1.

Aufgabe G2 (Umkehrfunktion)
(a) Berechne die Ableitung der Funktion g(z) = eV* 4 y/eln(z), D(g) = (0,00).
(b) Untersuche, ob g eine differenzierbare Umkehrfunktion g~! besitzt und bestimme gegebenen-
falls (g 1) (e).

Losung:

(a) o'(x) = £ + 4.
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(b) Wegen ¢'(x) > 0 fiir alle € D(g), existiert (nach Satz 18.7) eine differenzierbare Umkehr-
funktion g~ !.

Es gilt g7!(e) = 1. Mit Satz 18.7 folgt nun fiir die Ableitung der Umkehrfunktion in 7

(g7)(e) = 7y =

1 2
Cf+ e e+2y/e

Aufgabe G3 (Reihen)
Untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:

(a) EOO: (n)
(b) 220 (3)" = >0,
(C) Z?Lo:l(_l)ngg,;étll-

Loésung:

(a) Quotientenkriterium:

1)+ ()2 1)n+1 1 1
lim\an—H]: lim (n+ 1" (n) = lim (n+ D" = im(n+ )" nt
n—oo ' ay, n—oo ((n+ 1)!)2n” n—oo (n+1)2n"  n—oo' n (n+ 1)2
1 1
= 1 1 == . 0 — 0.
A A ) Ty~ ¢
Dabher ist die Reihe konvergent.
(b)
lim /(5= lim £ =0<1.
n— oo n n—oo n
Nach dem Wurzelkriterium konvergiert die Reihe.
(¢) Es gilt limy, 00 ay, = limy, o0 937:551 = 3n = 0. Dan+1 > n gilt, ist auch a,11 = ﬁ <
1

3,—7 = an. Daher ist die Folge {ay }nen monoton fallend. Die Reihe ist konvergent nach dem
Leibniz-Kriterium.

Hausiibung

Aufgabe H1 (Regeln von de I'Hospital)
(14141 Punkt)
Berechne folgende Grenzwerte.

(a) (1%): limy o(S22) e, 0 < 2 <,
(b) (09): limg_,oz*™%, x>0,
(€) (00®): limyjoo(Inz)s, 2 > 1.

Loésung;:
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(a) (1*°): Es gilt f9 = 9, Wir untersuchen jetzt e9'"/. Da die Funktion e® stetig ist, reicht
es, den Grenzwert fiir ¢ - In f zu bestimmen. Es gilt

sinz, 1 In 132
l—cosz — gl—cosz
()
Wir haben mit der Aufgabe G2(e)
tim 5 [V Hospital] = lim BE et $C0sT —sinz 1
z—01 —coszx z—0 sin x z—0  xsin’x 3
. 1

Daher ist lim, .o(¥3%) T=cose = e s

(b) (09): Analog zur (c) haben wir z5% = esinznz Fg gilt

. . Inzx , . . sin?z , .
lim sinzInx = lim —— = [I'Hospital] = — lim = [I'Hospital] =
x—0 z—0 e z—0 T COosS T
. 2sinxcosx 0 0
—lim —— = - =0.
z—0cosx —xsinz 1
Dabher ist lim,_,gz%"% = 0 = 1.
In(In x)
(c) (ox%): Es gilt (ln:v)% =e = . Wir haben
In(1 1
lim n(lnz) = ['Hospital] = lim =0
T—400 T z—+oo xlnx

Daher ist lim, 4o (In .’E)% =l =1
Aufgabe H2 (Mittelwertsatz)
(242 Punkte)
(a) Beweise die Ungleichung e* > 1 4 z fiir alle x € [0, 00) mit Hilfe des Mittelwertsatzes.
(b) Beweise die Ungleichung Inx < x — 1 fiir alle x > 1.

Losung:
(a) Fiir x = 0 ist die erste Ungleichung wahr, sei also > 0. Wir wenden den Mittelwertsatz auf

das Intervall [a,b] = [0, z] an. Dann gibt es ein £ € (0, ) mit

e — eV

z—0

0

=t e - =6l

also * = efx + 1 > x + 1. Dabei gilt die letzte Ungleichung, weil €® = 1 und e* monoton
wachsend ist.

(b) Fiir z = 1 ist die Ungleichung erfiillt. Sei > 1. Setze y := x — 1. Fiir x > 1 ist dann die
erste Ungleichung auf y anwendbar: e¥ > y + 1. Auf beiden Seiten kénnen wir dann die In
Funktion anwenden, da In streng monoton wachsend ist, haben wir Ine? > In(y + 1) also
r—1=y>In(y+1) =z

Aufgabe H3 (Reihen)
(14141 Punkt)

Untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:

oY) k
(a) Ek:l %’
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(b) 3ol (5™,
(€) 2 (=D)"(Vn+1-/n).
Losung:

(a) Wir verwenden das Quotientenkriterium:

2k V! 2
(k+1) 2 k+ 1 k—oo
Also konvergiert die Reihe.
(b) Es gilt
1 1
im /(222 = tim (P — e s 1
n—oo n n—oo n

Nach dem Wurzelkriterium ist diese Reihe divergent.

(¢) Aus den Ungleichungen

1 1
< 0
\/n+1+\/ﬁ_2\/ﬁ—>

0<vVn+1l-—+yn=

und

vn+2—+vn+1 I - -
—_— - (Vn+2—vVn+1DWn+1++n)

(Vn+2—-vVn+1)(Vn+2++vn+1)

(n+2)—(n+1)

=1

IN

folgt, dass die Reihe nach dem Satz von Leibnitz konvergent ist.

Das ist die letzte Hausiibung, die bewertet wird!



