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Gruppenübung

Aufgabe G1 (Stetigkeit)
Die Funktion f : R → R mit D(f) = R \ {0} sei definiert durch

f(x) = x cos(
1

x
).

(a) Zeige mit Hilfe des Einschließungskriteriums, daß

lim
x→0

f(x) = 0

gilt.

(b) Kann f stetig auf R fortgesetzt werden? Wenn ja, gebe die Fortsetzung f(0) an? Skizziere
den Funktionsgraphen.

Lösung:
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(a) Es ist offenbar

−x ≤ x cos
1

x
≤ x.

Daher gilt es nach dem Einschließungskriterium für Funktionsgrenzwerte auch

lim
x→0

x cos
1

x
= 0.
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(b) Die Funktion f ist in 0 stetig fortsetzbar mit dem Funktionswert 0, da der Grenzwert

lim
x→0

x cos
1

x

existiert und gleich 0 ist.

Aufgabe G2 (Stetigkeit)
Die Funktionen f, g, h : R → R mit D(f) = D(g) = R und D(h) = R\{0} seien wie folgt definiert:

f(x) = x + |x|, g(x) = x + sgn x, h(x) = (
x

|x| )
2.

(a) Skizziere die Graphen von f , g und h.

(b) Berechne jeweils die einseitigen Funktionsgrenzwerte für x → 0. Prüfe dabei, ob auch der
Funktionsgrenzwert existiert und gebe gegebenenfalls den entsprechenden Wert an.

(c) Sind die Funktionen f und g im 0 stetig? Ist es möglich, die Funktion h stetig in 0 fortzu-
setzen?

Lösung:
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(a)

(b)
lim

x→0−
f(x) = lim

x→0−
(x − x) = 0.

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(x + x) = 2 lim
x→−0

x = 0.

Damit existiert für x → 0 auch der Funktionsgrenzwert von f und es gilt

lim
x→0

f(x) = 0.

lim
x→0−

g(x) = lim
x→0−

(x − 1) = −1.

lim
x→0+

g(x) = lim
x→0+

(x + 1) = 1.

Damit existiert für x → 0 auch der Funktionsgrenzwert von g nicht.

Für x 6= 0 ist h(x) = 1, also
lim
x→0

h(x) = 1.
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(c) Die Funktion f ist stetig als Summe stetiger Funktionen. Die Funktion g ist auf R\{0} stetig
als Summe stetiger Funktionen. Im 0 ist sie nicht stetig, da der Funktionsgrenzwert an dieser
Stelle nicht existiert. Da h auf R \ {0} konstant ist, ist sie auf R \ {0} stetig. Man kann sie
stetig auf R fortsetzen mit dem Wert h(0) = 1.

Aufgabe G3 (Stetige Fortsetzung)
Ist die Funktion f : R → R mit D(f) = (−9,∞) \ {0} und

f(x) =















√
x + 9 − 3√

x
für x > 0,

√
x + 9 − 3

3
√

x
für x < 0 .

an der Stelle x0 = 0 stetig fortsetzbar?

Lösung: Es ist

√
x + 9 − 3√

x
=

√
x + 9 − 3√

x

√
x + 9 + 3√
x + 9 + 3

=
x + 9 − 9√

x
(√

x + 9 + 3
)

=

√
x√

x + 9 + 3

und
√

x + 9 − 3
3
√

x
=

√
x + 9 − 3

3
√

x

√
x + 9 + 3√
x + 9 + 3

=
x

2

3

√
x + 9 + 3

.

Damit ergeben sich die einseitigen Grenzwerte lim
x→0+ f(x) = 0 und lim

x→0− f(x) = 0. Somit ist
f durch f(0) := 0 stetig fortsetzbar.

Hausübung

Aufgabe H1 (Funktionsgrenzwert)
(1+1+1,5+1,5 Punkte)
Berechne die folgenden Funktionsgrenzwerte:

lim
x→1

xn − 1

x − 1
; lim

x→0

√
x + 1 − 1

x
; lim

x→0

sin (sin x)

x
; lim

x→0

cos x − 1

x
.

Lösung:

(a)

lim
x→1

xn − 1

x − 1
= lim

x→1
(xn−1 + xn−2 + ... + x + 1) = n;

(b)

lim
x→0

√
x + 1 − 1

x
= lim

x→0

(
√

x + 1 − 1)(
√

x + 1 + 1)

x(
√

x + 1 + 1)
= lim

x→0

1√
x + 1 + 1

=
1

2
;
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(c)

lim
x→0

sin (sin x)

x
= lim

x→0

sin (sin x)

sin x

sin x

x
= lim

x→0

sin (sin x)

sin x
lim
x→0

sin x

x
= 1;

(d)

lim
x→0

cos x − 1

x
= lim

x→0

(cos x − 1)(cos x + 1)

x(cos x + 1)
= − lim

x→0

sin2 x

x(cos x + 1)

= − lim
x→0

sin x

x
lim
x→0

sinx lim
x→0

1

cos x + 1
= 0.

Aufgabe H2 (Eigenschaften stetiger Funktionen)
(1+1+1 Punkt)
Welche der folgenden Aussagen sind wahr bzw. falsch? Begründe deine Antwort.

(a) Es existiert eine auf [a, b] stetige Funktion f : R → R mit D(f) = [a, b] und B(f) = (−∞,∞).

(b) Es existiert eine auf [a, b] stetige Funktion f : R → R mit D(f) = [a, b] und B(f) = (c, d).

(c) Es existiert eine auf [a, b] stetige Funktion f : R → R mit D(f) = [a, b] und B(f) =
[0, 1] ∪ [3, 4].

Lösung:

(a) Falsch. Aus dem Satz 16.1 folgt, dass jede auf [a, b] stetige Funktion beschränkt ist.

(b) Falsch. Aus dem Satz vom Maximum folgt, dass jede auf [a,b] stetige Funktion ihr Maximum
und Minimum erreicht.

(c) Falsch. Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass die Funktion f(x) alle Werte zwischen 0 und
4 annehmen muss.

Aufgabe H3 (Stetige Fortsetzung)
(2 Punkte)
Bestimme ein a ∈ R so, daß die Funktion f : R → R mit

f(x) =

{

|x| für |x| ≥ 1,
1

2
x2 − a für |x| < 1

stetig wird. Zeichne diese Funktion.

Lösung:

x
K2 K1 0 1 2

y

K2

K1

1

2

Die Funktion f ist auf (−∞,−1)∪ (−1, 1)∪ (1,∞) stetig, da die Funktionen |x| und 1

2
x2−a stetig

sind. Da lim
x→1+ f(x) = lim

x→−1− f(x) = 1 ist, braucht man für die Stetigkeit der Funktion f an
den Stellen −1 und 1, dass lim

x→1− f(x) = lim
x→−1+ f(x) = 1/2 − a auch gleich 1 ist. Damit ist

a = −1/2.
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Aufgabe H4 (Zwischenwertsatz)
(3 Punkte)
Zeige, dass es für jede stetige Funktion f : [0, 1] → [0, 1] ein x0 ∈ [0, 1] mit f(x0) = x0 gibt.
Hinweis: Betrachte die Funktion φ(x) = f(x) − x.

Lösung: Es gilt φ(0) = f(0) − 0 = f(0) ≥ 0. Auf andere Seite ist φ(1) = f(1) − 1 ≤ 0, weil
f(x) ≤ 1 ist. Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass es ein x0 gibt, so dass φ(x0) = f(x0)− x0 = 0
ist.
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