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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (EinschlieBungskriterium)
Die Folge (ax)gen sei durch die Vorschrift definiert:

_ (RN
ap = ()] fiir alle k € N.

Zeige:
1
0<a;< (i)k fiir alle k € N.

Bestimme nun den Grenzwert der Folge (ax)ken.

Losung:
k k k
(k"2 1-2. m 1
< [k > 2 — —
=) T 1) (k:+2 1__[ slktm=2m< 1] o0 1__[2
= m=1 m=1
Wegen 0 < ap < ( )k folgt nach dem EinschlieBungskriterium, dass limy_, ., ar = 0.
Aufgabe G2 (Funktionsgrenzwert)
Berechne (sofern moglich) die folgenden Funktionsgrenzwerte:
31 1 Vo —2
lim (2% + 3z —4), lim v/1+22, lim m2 , lim lim Y2 — 2
T——2 z—1 a—1xs—1" 2-03 ¢ 21 z—2 x2 — 4

Losung:
o lim, . o(z*+ 3z —4) = 6;

o lim, ,; V14 a2 = /2

. 3_1 . 2 1 3
[ ] hm$_)1 h = hmx_,l % = 5,
e Fiir die Funktion —+ berechnen wir erstmal die einseitigen Grenzwerte. Mit lim,_ - % =
427
—oo und limxﬂ(ﬁ% = oo ist lim, ,o- —1 = % und lim, g+ —— = 0. Der Grenzwert
342z 342z

lim,_,o —— existiert also nicht.
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. Vz—2 . 1
o lim, .o ﬁ = lim; .2 Vo2t +00.

Aufgabe G3 (Funktionsgrenzwert)
Die Funktion f sei durch die folgende Vorschrift gegeben:

r+2, x<-—1,

0, r=-—1,
fl)=12?  -1<z<0,

—22, 0<xz<1,

1, x> 1.

(a) Skizziere den Graphen der Funktion f.
(b) Bestimme den Funktionsgrenzwert lim,_., f(z) fiir alle o € R, falls dieser existiert.

(¢) An welchen Stellen zq gilt fiir den existierenden Funktionsgrenzwert

lim f(z) # f(x0)?

T—xo

Losung:

(a) Skizze von der Funktion f

0:5

(b) f besitzt einen Funktionsgrenzwert fiir alle g € R\ {1}, und zwar

(

zo + 25 xo < _15
x%, -1 <29 <0,
lim f(z)= x3, 0< a9 <1,
T—T0
existiert nicht, zg=1,
\1, zo > 1.
Der Grenzwert an der Stelle g = 1 existiert nicht, dalim, ,;- f(z) = —1 und lim,_,;+ f(z) =
1 ist.
(c) Ander Stelle zg = —1 existiert der Funktionsgrenzwert, dalim, , - f(z) = lim,_,_,+ f(z) =

1, aber f(—1) =0.
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Hausiibung

Aufgabe H1 (EinschlieBungskriterium)
(2 Punkte)
Sei 0 < a < 1 gegeben. Zeige mit Hilfe des EinschlieBungskrieriums, dass

lim (n+1)*—n%=0

n—0o0

ist. Verwende dabei, dass (1 +1)* < (1 + 1) gilt.
Losung:

og@qu—na:mwy+#a_ngn%a+%)_n:n%¥

lim,, o n® 1 = 0, weil a—1 < 0ist. Nach dem Einschliungskriterium ist lim,, oo (n+1)*—n® = 0.

Aufgabe H2 (Funktionsgrenzwert)
(14+1+1 Punkt)
Gegeben sei die Funktion f: R — R mit D(f) =R\ {—1,1,3} und

(2?4 3)(2? — 22— 3)
1@ = s pa—ae

(a) Vereinfache die Funktion f, bestimme den maximal moglichen Definitionsbereich von f und
berechne die einseitigen uneigentlichen Grenzwerte von f jeweils fiir zp = 1 und zg = 3.

(b) Fiir welche zy € R existiert der (eigentliche oder uneigentliche) Funktionsgrenzwert limg ., f(z)?
Bestimme fiir jedes solche xy diesen Grenzwert.

(c) Existieren die Grenzwerte lim,_,_ f(z) und lim,_,~ f(x)?

Losung:
Skizze von der Funktion f

=20 -17 -13 -10-8 -6 -4 ~10] 12345678910 12 14 16 18 20
X

(a) f(x) = (x_xf)% Der maximal mogliche Definitionsbereich ist D(f) = R\ {1,3}. Die

einseitigen uneigentlichen Grenzwerte fiir f(x) sind

li =—-21 = — 1 =-21 =
Jm, f(z) = =2 lm ——= =—o0, lim f(z)=-2 lm ~—= =o0,
1
li =6 li =00, i =6 li = —o0.
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(b) Fiir zp = 1 und xg = 3 existiert der Funktionsgrenzwert nicht, weil die links- und rechts-
seitigen Grenwerte nicht iibereinstimmen. Fiir alle anderen zp € R\ {1,3} existiert der

Funktionsgrenzwert:
2
x5+ 3
li = 9 )
A @) = e T = 8)
(C) 2 3
3 1+ %
lim f(z)= lim s im 7 z” T = L
z—oo z—too g2 —4x +3  a—too ]l — i1+3

Aufgabe H3 (Funktionsgrenzwert)
(242 Punkte)
Gegeben seien die Funktionen f; = %%ﬁrl und fo(z) = Va?+4x +4 —x — 2 mit D(fy) =
R\ {—1,1} und D(f2) = R. Untersuche, ob die folgenden Funktionsgrenzwerte (eigentliche oder
uneigentliche) existieren und berechne diese im Falle der Existenz.

(a) limg—y, f1(x), zo € {—1,1, —00,+00}.
(b) limy_z, fo(z), xo € {—2,—00,+00}.
Losung:

(a) Skizze von der Funktion fi:

Es gilt
rz+1, x> —1
o +1] =
—z—1, =z< -1
2
-1 >1
’12_1‘ — €x ) |$|
22 +1, |z|<1
Dann ist
0, r<—1
@) ={ -7 l2l<1
%, z>1
Es gilt
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Daher existiert lim,_, 1 fi(x) nicht. Es gilt

lim fi(z) = lim fi(z) = 4o0.

r—1— r—1t

Daraus folgt, dass lim,_,1 fi(x) = +o00 als uneigentliche Grenzwert existiert. Die Grenzwerte
lim, o f1(z), limg;_ 4o f1(z) existieren und

lim fi(z)= lim fi(z)=0.

r— —00

(b) Skizze von der Funktion fo:

Es gilt
0 T > =2
r)=lr+2—-xz-2=<¢" -
fo(@) = |z +2] {—%—4, x < 2.

Die einseitigen Grenzwerte

lim fole) = lim_fo(e) =0,

r——2" r——271

woraus folgt, dass lim,_,_o fa(x) existiert und gleich 0 ist. Es gilt

lim fo(r) =0, Tim_fo(x) = +oo.

Tr—00



