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Gruppenübung

Aufgabe G1 (Einschließungskriterium)
Die Folge (ak)k∈N sei durch die Vorschrift definiert:

ak =
(k!)2

(2k)!
für alle k ∈ N.

Zeige:

0 ≤ ak ≤ (
1

2
)k für alle k ∈ N.

Bestimme nun den Grenzwert der Folge (ak)k∈N.

Lösung:

ak =
(k!)2

(2k)!
=

1 · 2 · ... · k
(k + 1) · (k + 2) · ... · 2k =

k
∏

m=1

m

k + m
≤ [k + m ≥ 2m] ≤

k
∏

m=1

m

2m
=

k
∏

m=1

1

2
= (

1

2
)k.

Wegen 0 ≤ ak ≤ (1
2 )k folgt nach dem Einschließungskriterium, dass limk→∞ ak = 0.

Aufgabe G2 (Funktionsgrenzwert)
Berechne (sofern möglich) die folgenden Funktionsgrenzwerte:

lim
x→−2

(x4 + 3x − 4), lim
x→1

3
√

1 + x2, lim
x→1

x3 − 1

x2 − 1
, lim

x→0

1

3 + 2
1

x

, lim
x→2

√
x − 2

x2 − 4
.

Lösung:

• limx→−2(x
4 + 3x − 4) = 6;

• limx→1
3
√

1 + x2 = 3
√

2;

• limx→1
x3−1
x2−1

= limx→1
x2+x+1

x+1 = 3
2 ;

• Für die Funktion 1

3+2
1
x

berechnen wir erstmal die einseitigen Grenzwerte. Mit limx→0−
1
x

=

−∞ und limx→0+
1
x

= ∞ ist limx→0−
1

3+2
1
x

= 1
3 und limx→0+

1

3+2
1
x

= 0. Der Grenzwert

limx→0
1

3+2
1
x

existiert also nicht.
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• limx→2

√
x−2

x2−4
= limx→2

1√
x−2(x+2)

= +∞.

Aufgabe G3 (Funktionsgrenzwert)
Die Funktion f sei durch die folgende Vorschrift gegeben:

f(x) =































x + 2, x < −1,

0, x = −1,

x2, −1 < x ≤ 0,

−x2, 0 < x < 1,

1, x ≥ 1.

(a) Skizziere den Graphen der Funktion f .

(b) Bestimme den Funktionsgrenzwert limx→x0
f(x) für alle x0 ∈ R, falls dieser existiert.

(c) An welchen Stellen x0 gilt für den existierenden Funktionsgrenzwert

lim
x→x0

f(x) 6= f(x0)?

Lösung:

(a) Skizze von der Funktion f

x
K2 K1 0 1 2

K1.5

K1.0

K0.5

0.5

1.0

1.5

(b) f besitzt einen Funktionsgrenzwert für alle x0 ∈ R \ {1}, und zwar

lim
x→x0

f(x) =































x0 + 2, x0 ≤ −1,

x2
0, −1 < x0 ≤ 0,

−x2
0, 0 < x0 < 1,

existiert nicht, x0 = 1,

1, x0 > 1.

Der Grenzwert an der Stelle x0 = 1 existiert nicht, da limx→1− f(x) = −1 und limx→1+ f(x) =
1 ist.

(c) An der Stelle x0 = −1 existiert der Funktionsgrenzwert, da limx→−1− f(x) = limx→−1+ f(x) =
1, aber f(−1) = 0.
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Hausübung

Aufgabe H1 (Einschließungskriterium)
(2 Punkte)
Sei 0 < α < 1 gegeben. Zeige mit Hilfe des Einschließungskrieriums, dass

lim
n→∞

(n + 1)α − nα = 0

ist. Verwende dabei, dass (1 + 1
n
)α < (1 + 1

n
) gilt.

Lösung:

0 ≤ (n + 1)α − nα = nα((1 +
1

n
)α − 1) ≤ nα((1 +

1

n
) − 1) = nα−1.

limn→∞ nα−1 = 0, weil α−1 < 0 ist. Nach dem Einschlißungskriterium ist limn→∞(n+1)α−nα = 0.

Aufgabe H2 (Funktionsgrenzwert)
(1+1+1 Punkt)
Gegeben sei die Funktion f : R → R mit D(f) = R \ {−1, 1, 3} und

f(x) =
(x2 + 3)(x2 − 2x − 3)

(x2 − 1)(x − 3)2
.

(a) Vereinfache die Funktion f , bestimme den maximal möglichen Definitionsbereich von f und
berechne die einseitigen uneigentlichen Grenzwerte von f jeweils für x0 = 1 und x0 = 3.

(b) Für welche x0 ∈ R existiert der (eigentliche oder uneigentliche) Funktionsgrenzwert limx→x0
f(x)?

Bestimme für jedes solche x0 diesen Grenzwert.

(c) Existieren die Grenzwerte limx→−∞ f(x) und limx→∞ f(x)?

Lösung:

Skizze von der Funktion f

x
K20 K17 K13 K10K8K6K4 0 1 2 3 4 5 6 7 8 910 12 14 16 18 20

y

K20

K18

K16
K14

K12

K10
K8

K6

K4

K1
1

3

5

8
10

12

14
16

18
20

(a) f(x) = x
2+3

(x−1)(x−3) . Der maximal mögliche Definitionsbereich ist D(f) = R \ {1, 3}. Die

einseitigen uneigentlichen Grenzwerte für f(x) sind

lim
x→1+

f(x) = −2 lim
x→1+

1

x − 1
= −∞, lim

x→1−
f(x) = −2 lim

x→1−

1

x − 1
= ∞,

lim
x→3+

f(x) = 6 lim
x→3+

1

x − 3
= ∞, lim

x→3−
f(x) = 6 lim

x→3−

1

x − 3
= −∞.
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(b) Für x0 = 1 und x0 = 3 existiert der Funktionsgrenzwert nicht, weil die links- und rechts-
seitigen Grenwerte nicht übereinstimmen. Für alle anderen x0 ∈ R \ {1, 3} existiert der
Funktionsgrenzwert:

lim
x→x0

f(x) =
x2

0 + 3

(x0 − 1)(x0 − 3)
.

(c)

lim
x→±∞

f(x) = lim
x→±∞

x2 + 3

x2 − 4x + 3
= lim

x→±∞
1 + 3

x2

1 − 4
x

+ 3
x2

= 1.

Aufgabe H3 (Funktionsgrenzwert)
(2+2 Punkte)

Gegeben seien die Funktionen f1 = |x+1|+x+1
|x2−1| und f2(x) =

√
x2 + 4x + 4 − x − 2 mit D(f1) =

R \ {−1, 1} und D(f2) = R. Untersuche, ob die folgenden Funktionsgrenzwerte (eigentliche oder
uneigentliche) existieren und berechne diese im Falle der Existenz.

(a) limx→x0
f1(x), x0 ∈ {−1, 1,−∞,+∞}.

(b) limx→x0
f2(x), x0 ∈ {−2,−∞,+∞}.

Lösung:

(a) Skizze von der Funktion f1:

x
K5 K4 K3 K2 K1 0 1 2 3 4 5

y

K5

K4

K3

K2

K1

1

2

3

4

5

Es gilt

|x + 1| =

{

x + 1, x > −1

−x − 1, x ≤ −1.

|x2 − 1| =

{

x2 − 1, |x| ≥ 1

−x2 + 1, |x| < 1.

Dann ist

f1(x) =











0, x < −1

− 2
x−1 , |x| < 1
2

x−1 , x > 1.

Es gilt
lim

x→−1−
f1(x) = 0, lim

x→−1+
f1(x) = 1.
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Daher existiert limx→−1 f1(x) nicht. Es gilt

lim
x→1−

f1(x) = lim
x→1+

f1(x) = +∞.

Daraus folgt, dass limx→1 f1(x) = +∞ als uneigentliche Grenzwert existiert. Die Grenzwerte
limx→−∞ f1(x), limx→+∞ f1(x) existieren und

lim
x→−∞

f1(x) = lim
x→+∞

f1(x) = 0.

(b) Skizze von der Funktion f2:

x
K4 K2 0 2 4

y

K4

K2

2

4

Es gilt

f2(x) = |x + 2| − x − 2 =

{

0, x ≥ −2

−2x − 4, x < −2.

Die einseitigen Grenzwerte

lim
x→−2−

f2(x) = lim
x→−2+

f2(x) = 0,

woraus folgt, dass limx→−2 f2(x) existiert und gleich 0 ist. Es gilt

lim
x→∞

f2(x) = 0, lim
x→−∞

f2(x) = +∞.
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