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6. Übung

Präsenzaufgaben

G17 (ε-Kriterium)

|an − a| =
˛̨̨̨

n

2n + 1
− 1

2

˛̨̨̨
=

˛̨̨̨
2n− (2n + 1)

2(2n + 1)

˛̨̨̨
=

1

2(2n + 1)
.

Sei nun ε > 0. Dann gilt

|an − a| = 1

2(2n + 1)
< ε ⇐⇒ 2(2n + 1) > 1

ε
⇐⇒ n >

1

4ε
− 1

2
. (1)

Wir wählen n0 > 1
4ε
− 1

2
, z.B. den aufgerundeten Wert von 1

4ε
− 1

2
. Dann gilt für alle n ≥ n0 auch n > 1

4ε
− 1

2
und damit

nach (1)
|an − a| < ε .

Wir haben somit gezeigt, dass (an − 1
2
)n eine Nullfolge ist, d.h. limn→∞ an = 1

2
. Zeige ausführlich, daÿ die durch

an :=
n

2n + 1

gegebenen Folge (an)n den Grenzwert a = 1
2
besitzt, d.h. weise anhand der De�nition nach, daÿ (an− a)n eine Nullfolge

ist. Geben Sie insbesondere für jedes ε > 0 ein entsprechendes n0 an.

G18 (Folgen I)
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G19 (Selbstgebaute Beispiele)

G20 (Folgen II)

an =
p

2n2 + 7− n

⇒ (
√

2n2 + 7− n)(
√

2n2 + 7 + n)√
2n2 + 7 + n

=
2n2 + 7− n2

√
2n2 + 7 + n

=
n2 + 7√

2n2 + 7 + n

=
n(n + 7

n
)

n(
q

2 + 7
n2 + 1)

=
n + 7

nq
2 + 7

n2 + 1
→∞

an ist divergent!
Mit dem selben Erweiterungstrick ergibt sich: limn→∞ bn = − 1

2
und cn divergent.

Hausaufgaben

H19 (ε-Kriterium) (2 Punkte)

H21 (Folgen II) (2 Punkte)

Es gilt
Pn

k=1 k = n(n+1)
2

und somit

an =
1

n2

nX
k=1

k =
1

n2
· n(n + 1)

2
=

n + 1

2n
=

1 + 1
n

2
.

Für die Montonie ergibt sich wegen 1
n+1
≤ 1

n
dann

an+1 =
1 + 1

n+1

2
≤

1 + 1
n

2
= an

für alle n ∈ N, d.h. die Folge (an)n ist monoton fallend. Für die Konvergenz der Folge ergibt sich

lim
n→∞

an = lim
n→∞

n + 1)

2n
= lim

n→∞

1 + 1
n

2
=

1 + 0

2
= 1

2
.
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H20 (Folgen I) (1 + 1Punkt)

H22 (Eine rekursive Folge) (0 + 2 + 2 + 2 Punkte)

ii) Induktionsanfang: n = 0
2 = x0 ∈ [1, 2]

Wir nehmen xn ∈ [1, 2] an.
Induktionsschritt: n→ n + 1
Es gilt 1

2
≤ xn

2
≤ 1 und 1

2
≤ 1

xn
≤ 1 und es folgt

1 = 1
2

+ 1
2
≤ xn

2
+

1

xn
≤ 1 + 1 = 2 ,

d.h. xn+1 = x2
2

+ 1
xn
∈ [1, 2].

iii) Wir nehmen an, dass die Folge (xn)n einen Grenzwert g := limn xn besitzt. Für diesen Grenzwert gilt dann mit
Hilfe der Grenzwertsätze

g2 = ( lim
n→∞

xn)( lim
n→∞

xn+1) = lim
n→∞

xnxn+1 = lim
n→∞

xn

„
xn

2
+

1

xn

«
= lim

n→∞
( 1
2
x2

n + 1) = 1
2
g2 + 1 ,

also g2 = 2. Als Grenzwerte für die Folge (xn)n kommen damit nur
√

2 und −
√

2 in Frage. Da wir zuvor schon
gesehen haben, dass xn stets im Intervall [1, 2] liegt, bleibt nur

√
2 als möglicher Grenzwert.

iv) Wir zeigen zuerst, dass yn für jedes n ∈ N positiv ist. Für den Startwert y0 = 2 −
√

2 ist dies erfüllt. Auÿerdem
gilt für alle n ≥ 0

yn+1 = xn+1 −
√

2 =
xn

2
+

1

xn
−
√

2 =
x2 + 2− 2

√
2xn

2xn
=

(xn −
√

2)2

2xn
=

y2
n

2xn
. (2)

Der Zähler dieses Bruches ist als Quadrat positiv und der Nenner ist positiv, da xn für alle n ∈ N im Intervall [1, 2]
liegt. Somit ist yn+1 positiv.

Wir zeigen nun, dass die Folge (yn)n monoton fallend ist. Wir betrachten dazu weiter Gleichung (2). Für alle n ∈ N
gilt nun 0 ≤ yn ≤ xn und somit

yn+1 =
y2

n

2xn
≤ y2

n

2yn
= 1

2
yn ≤ yn .
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