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4. Übung

Präsenzaufgaben

G11 (Trigonometrische Funktionen)

Die Additionstheoreme von Sinus und Cosinus liefern:

tan x + tan y

1 − (tan x) · (tan y)
=

sin x cos y + sin y cos x

cos x cos y − sinx sin y
=

sin (x + y)

cos (x + y)
= tan (x + y).

G12 (Die Überlagerung)
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G13 (Komplexe Zahlen)

ii) z + w = 4 + i, z · w = 5 + 5i, z

w
= (1+2i)(3+i)

9+1 = 1+5i

10 sowie |z| =
√

5, |w| =
√

10 und

arg z = tan−1 2
1 ≃ 1.12, arg w = tan−1(−3) ≃ −1.25.

iii) |1+it

1−it
| =

(

1+it

1−it

(

1+it

1−it

)

)
1

2

=
(

1+it

1−it

1−it

1+it

)
1

2

=
(

1+t

1+t

)
1

2

= 1
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Hausaufgaben

H12 (Zykloide) (1+1 Punkt)

Der Schlüssel liegt darin die Seitenlängen des eingezeichneten Dreiecks zu bestimmen.

H13 (Komplexe Zahlen) (1+1 Punkte)

i) δ = (1−i)3−1
(1+i)5+1

und ǫ =
∑5

k=1 ik

1 + ib

√
3 − ib

(1 +
√
−3)2b

δb

ǫb
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ii) |z| ≃ 0.721 und arg z ≃ 0.339.

H14 (Möbiustransformation) (3x1 Punkt)

ii) (z − z0)(z − z0) = |z − z0|2 = r2 Das bedeutet, es ist der Kreis um z0 mit Radius r.

iii) (z − z0)(z − z0) = zz − z0z − z0z + z0z0 = r2 ⇔ zz − z0z − z0z + z0z0 − r2 = 0

v*) Wir betrachten zuerst eine Gerade der Form x − d = 0. Die Punkte auf der Gerade lassen sich
durch z = d + iy, y ∈ R beschreiben. Eingesetzt in f ergibt das:

f(z) =
z

zz
=

z

|z|2 =
d − iy

d2 + y2
.

Wir zeigen jetzt, dass alle f(z) für z auf der Geraden die selbe Gleichung

zz − az − az − b = 0

erfüllen. Dazu setzen wir f(z) ein:

1

|z|2 − a
z

|z|2
− a

z

|z|2 + b =
1

|z|2 − a
z

|z|2
− a

z

|z|2 + b =
1

|d + iy|2 − a
d + iy

|d + iy|2
− a

d + iy

|d + iy|2 + b.

Wir wählen a = 1
2d

und b = 0. Dann ergibt sich

1

|d + iy|2 − 1

2d

(d − iy) + d + iy

|d + iy|2
=

1

|d + iy|2 − 1

2d

2Re(z)

|d + iy|2
=

1

|d + iy|2 − 1

2d

2d

|d + iy|2
= 0 .

Jetzt für eine Gerade der Form y − d = 0. Die Punkte auf der Gerade lassen sich durch z =
x + id, x ∈ R beschreiben. Eingesetzt in f ergibt das:

f(z) =
z

zz
=

z

|z|2 =
x − id

d2 + y2
.

Wir zeigen jetzt, dass alle f(z) für z auf der Geraden die selbe Gleichung

zz − az − az − b = 0

erfüllen. Dazu setzen wir f(z) ein:

1

|z|2 − a
z

|z|2
− a

z

|z|2 + b =
1

|x + id|2 − a
x + id

|x + id|2
− a

x + id

|x + id|2 + b.

Wir wählen a = −1
2di

und b = 0. Dann ergibt sich

1

|x + id|2 − −1

2di

(x − id) − x − id

|x + id|2
=

1

|x + id|2 − 1

2di

2Im(z)

|x + id|2
=

1

|x + id|2 − −1

2di

−2di

|d + iy|2
= 0 .
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