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1. Übung
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G03: (Vollständige Induktion)

G04: (Folgerung aus den Anordnungsaxiomen und dem Vollständigkeitsaxiom)

i) Das Archimedische Axiom liefert uns für die Zahl p = q−1 eine natürliche Zahl n, sodaß np > K.
Wir setzen nun p in die Bernoullische Ungleichung ein:

(1 + p)n = qn > 1 + np > 1 + nK > nK > K .

Hieraus extrahieren wir qn > K

ii) Wir wenden die Aussage i) auf das Inverse p = q−1 und K = ε−1 an. Es gilt natürlich p > 1
und K ∈ R.

q−n = pn >K = ε−1

⇔ qn <ε

Ist 0 < q < 1, so gibt es zu jedem ε > 0 ein n ∈ N, sodaß qn < ε.
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Hausaufgaben

H03: (Vollständige Induktion)
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H04: (Archimedisches Axiom)

Wir versuchen einen indirekten Beweis. Angenommen das Gegenteil des Archimedischen Axioms wäre
wahr, d.h.,

Es existieren x ∈ R, y ∈ R mit 0 < x, 0 < y, sodaß n · x ≤ y für alle n ∈ N.

Dann wäre y eine obere Schranke der Menge M := {nx : n ∈ N}. Nach dem Vollständigkeitsaxiom
besäße sie ein Supremum y0. Daß die Menge {nx : n ∈ N} beschränkt sein soll, ferner ein Supremum
besitzen soll, entspricht aber nicht unserer Intuition. Formal gehen wir jetzt so vor: Es gilt (n+1)x =
nx + x ∈ M für alle n ∈ N. Daraus folgt nx + x ≤ y0 oder nx ≤ y0− x. Es gilt sicherlich y0− x < y0.
Das ist aber ein Widerspruch, da wir angenommen haben, y0 sei die kleinste oberste Schranke.
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