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12. Übungsblatt zur

”
Mathematik I f. MB/MPE, WIMB, Mech

und CE“

Multiple-Choice-Aufgaben

Aufgabe M7 (Reihen)
Wie viele der folgenden vier Reihen sind konvergent?

•
∞∑

n=1
(−1)n •

∞∑
n=1

2n

n2 •
∞∑

n=1

1√
n

•
∞∑

n=1
cos

(
1
n

)
�× keine � eine � zwei � drei

Aufgabe M8 (Zweite Ableitung)
Die zweite Ableitung der Funktion f(x) = x · ln(2x) hat an der Stelle 1 den Wert
� −1. � 0. �× 1. � 2.

Gruppenübung

Aufgabe G45 (Regel von l’Hospital)
(a) Bestimmen Sie den Grenzwert lim

x→0

x
ex . Können Sie auf diesen Grenzwert die Regel von

l’Hospital anwenden? Welches Resultat würden Sie bei unüberlegter Anwendung erhalten?

(b) Untersuchen Sie die folgenden Grenzwerte mit Hilfe der Regel von l’Hospital. Von welchem
Typ sind die Grenzwerte jeweils?

i. lim
x→1

ln x
x−1 ii. lim

x→∞
x+sin x

x iii. lim
x→0

cos x−1
x2

Lösung:

(a) Es ist lim
x→0

x
ex =

lim
x→0

x

lim
x→0

ex = 0
1 = 0. Die Regel von l’Hospital ist hier nicht anwendbar, da der

Grenzwert nicht vom Typ ”
0
0“ oder ”

∞
∞“ ist. Würden wir die Regel von l’Hospital anwenden,

so ergäbe sich lim
x→0

x
ex

l’Hospital
= lim

x→0

1
ex = 1

1 = 1.

(b) i. Der Grenzwert ist vom Typ ”
0
0“.

Es ist lim
x→1

ln x
x−1

l’Hospital
= lim

x→1

1
x
1 = 1.
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ii. Der Grenzwert ist vom Typ ”
∞
∞“.

Es ist lim
x→∞

x+sin x
x

l’Hospital
= lim

x→∞
1+cos x

1 . Da der zweite Grenzwert nicht existiert, ist die
Regel von l’Hospital nicht anwendbar. Untersucht man den ersten Grenzwert direkt, so
ergibt sich lim

x→∞
x+sin x

x = lim
x→∞

(1 + sin x
x ) = 1, da | sinx| ≤ 1, x ∈ R, gilt.

iii. Der Grenzwert ist vom Typ ”
0
0“.

Es ist lim
x→0

cos x−1
x2

l’Hospital
= lim

x→0

− sin x
2x

l’Hospital
= lim

x→0

− cos x
2 = −1

2 .

Aufgabe G46 (Unter- und Obersummen)
Gegeben sei die Funktion f : R → R mit f(x) = x2 und Df = [0, 2]. Für jedes n ∈ N sei mit

Zn :=
{

[ 0
n , 2

n ], [ 2
n , 4

n ], . . . , [2(n−1)
n , 2n

n ]
}

eine äquidistante Zerlegung von [0, 2] gegeben.

(a) Skizzieren Sie die Funktion f auf dem Intervall [0, 2] und tragen Sie in Ihr Diagramm die
Flächenelemente der Unter– bzw. Obersummen bzgl. der Unterteilung Z5 ein. Geben Sie eine
Formel zur Berechnung der Untersummen sf (Zn) bzw. der Obersummen Sf (Zn) an.

(Hinweis: Verwenden Sie die Summenformel
k∑

s=1
s2 = (2k+1)(k+1)k

6 ).

(b) Bestimmen Sie nun die Grenzwerte lim
n→∞

sf (Zn) und lim
n→∞

Sf (Zn) und geben Sie
2∫
0

f(x)dx an.

Lösung:

(a) Mit mi = min
x∈[xi−1, xi]

f(x) = f(xi−1) und Mi = max
x∈[xi−1, xi]

f(x) = f(xi) folgt:

sf (Zn) =
n∑

i=1
mi · (xi − xi−1) =

n∑
i=1

(
2(i−1)

n

)2
· 2

n = 8
n3 ·

n∑
i=1

(i− 1)2 = 8
n3 ·

n−1∑
i=1

i2 und

Sf (Zn) =
n∑

i=1
Mi · (xi − xi−1) =

n∑
i=1

(
2i
n

)2 · 2
n = 8

n3 ·
n∑

i=1
i2.

Mit
k∑

s=1
s2 = (2k+1)(k+1)k

6 folgt:

sf (Zn) = 8
n3 ·

n−1∑
i=1

i2 = 8
n3 · (2n−1)n(n−1)

6 = 8
n3 · 2n3−3n2+n

6 = 8
6 ·

(
2− 3

n + 1
n2

)
und

Sf (Zn) = 8
n3 ·

n∑
i=1

i2 = 8
n3 · (2n+1)(n+1)n

6 = 8
n3 · 2n3+3n2+n

6 = 8
6 ·

(
2 + 3

n + 1
n2

)
.

(b) Mit den Formeln aus a) erhalten wir:
lim

n→∞
sf (Zn) = lim

n→∞
8
6 ·

(
2− 3

n + 1
n2

)
= 8

3 = lim
n→∞

8
6 ·

(
2 + 3

n + 1
n2

)
= lim

n→∞
Sf (Zn).

Da f auf [a, b] beschränkt ist und lim
n→∞

δ(Zn) = lim
n→∞

max
i=1, ..., n

(xi − xi−1) = lim
n→∞

2
n = 0 gilt,

erhalten wir
2∫
0

f(x)dx = 8
3 .

2
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Aufgabe G47 (Grundlegende Integrationstechniken)
Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale:
(a)

∫ (
1
2x3 + 2x

)
dx

(b)
∫

(x2 + 3 cos x)dx

(c)
∫ (

3
x2 − 2x3

)
dx

(d)
∫

3
xdx

(e)
∫ (

3
x3 + 2

x2 + 1
x + 1 + 2x + 3x2

)
dx

(f)
∫ (

4ex − 4x3 + 2x + 5 sinx
)
dx

(g)
∫ (√

x− 3
√

2x + x
3
5

)
dx

(h)
∫

sinhxdx

(i)
∫

1√
1−x2

dx

(j)
∫

1
1+x2 dx

(k)
∫

1√
1+x2

dx

(l)
∫

1
1−x2 dx.

Lösung:

(a)
∫ (

1
2x3 + 2x

)
dx = 1

8x4 + x2 + C.

(b)
∫

(x2 + 3 cos x)dx = 1
3x3 + 3 sinx + C.

(c)
∫ (

3
x2 − 2x3

)
dx = − 3

x −
1
2x4 + C.

(d)
∫

3
xdx = 3 ln |x|+ C.

(e)
∫ (

3
x3 + 2

x2 + 1
x + 1 + 2x + 3x2

)
dx = − 3

2x2 − 2
x + ln |x|+ x + x2 + x3 + C.

(f)
∫ (

4ex − 4x3 + 2x + 5 sinx
)
dx = 4ex − x4 + x2 − 5 cos x + C.

(g)
∫ (√

x− 3
√

2x + x
3
5

)
dx = 2

3x
3
2 − 3

√
23

4x
4
3 + 5

8x
8
5 + C.

(h)
∫

sinhxdx = cosh x + C.

(i)
∫

1√
1−x2

dx = arcsinx + C.

(j)
∫

1
1+x2 dx = arctanx + C.

(k)
∫

1√
1+x2

dx = arsinhx + C.

(l)
∫

1
1−x2 dx = artanhx + C, wobei artanhx = 1

2(ln(1 + x)− ln(1− x)) für x ∈ (−1, 1).

Aufgabe G48 (Partielle Integration)
Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale mit Hilfe von partieller Integration:

(a)
π∫
0

(x · sinx)dx (b)
1∫
0

(x2 · ex)dx (c)
e∫
1

( 1
x · lnx)dx (d)

π
2∫
0

(sinx · cos x)dx.

Lösung:

(a)
π∫
0

(x · sinx)dx

u(x)=x,

v′(x)=sin x
= [x · (− cos x)]π0 +

π∫
0

cos xdx = π + [sinx]π0 = π.

(b)
1∫
0

(x2 · ex)dx

u1(x)=x2,

v′1(x)=ex

= [x2 · ex]10 −
1∫
0

2x · exdx

u2(x)=2x,

v′2(x)=ex

= e− [2x · ex]10 +
1∫
0

2exdx = e− 2e + [2ex]10
= −e + 2e− 2 = e− 2.

(c)
e∫
1

( 1
x · lnx)dx

u(x)=ln x,

v′(x)= 1
x= [ln2 x]e1 −

e∫
1

(lnx · 1
x)dx = 1−

e∫
1

( 1
x · lnx)dx

⇒
e∫
1

( 1
x · lnx)dx = 1

2 .

(d)
π
2∫
0

(sinx · cos x)dx

u(x)=sin x,

v′(x)=cos x
= [sin2 x]

π
2
0 −

π
2∫
0

(cos x · sinx)dx = 1−
π
2∫
0

(sinx · cos x)dx

⇒
π
2∫
0

(sinx · cos x)dx = 1
2 .

3
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Aufgabe G49 (Substitutionsregel)
Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale mit Hilfe der Substitutionsregel:

(a)
π
2∫
0

(e3 cos x · sinx)dx (b)
ln 2∫
0

ex

e2x+2ex+1
dx (c)

e2∫
e

1
x·ln xdx (d)

π
2∫
0

(sinx · cos x)dx.

Lösung:

(a)
π
2∫
0

(e3 cos x · sinx)dx
t=g(x)=cos x,
dt=− sin xdx= −

g(π
2
)∫

g(0)

e3tdt = −
0∫
1

e3tdt =
1∫
0

e3tdt = [13e3t]10 = 1
3(e3 − 1).

(b)
ln 2∫
0

ex

e2x+2ex+1
dx =

ln 2∫
0

ex

(1+ex)2
dx

t=g(x)=ex+1,
dt=exdt=

g(ln 2)∫
g(0)

1
t2

dt =
3∫
2

1
t2

dt = [−1
t ]

3
2 = −1

3 + 1
2 = 1

6 .

(c)
e2∫
e

1
x·ln xdx

t=g(x)=ln x,

dt= 1
x dx

=
g(e2)∫
g(e)

1
t dt =

2∫
1

1
t dt = [ln |t|]21 = ln 2.

(d)
π
2∫
0

(sinx · cos x)dx
t=g(x)=sin x,

dt=cos xdx=
g(π

2
)∫

g(0)

tdt =
1∫
0

tdt = [12 t2]10 = 1
2 .

Hausübung

Aufgabe H38 (Regel von l’Hospital) (4 Punkte)
Untersuchen Sie folgende Grenzwerte mit Hilfe der Regel von l’Hospital:
(a) lim

x→0

1−2x−e−2x

x2 (b) lim
x→∞

ln x
x (c) lim

x→∞
(x · e−x) (d) lim

x→π
4

tan x−1
x−π

4
.

Lösung:

(a) lim
x→0

1−2x−e−2x

x2

l’Hospital
= lim

x→0

−2+2e−2x

2x

l’Hospital
= lim

x→0

−4e−2x

2 = −2.

(b) lim
x→∞

ln x
x

l’Hospital
= lim

x→∞

1
x
1 = 0.

(c) lim
x→∞

(x · e−x) = lim
x→∞

x
ex

l’Hospital
= lim

x→∞
1
ex = 0.

(d) lim
x→π

4

tan x−1
x−π

4

l’Hospital
= lim

x→π
4

tan2 x+1
1 = 2.

Aufgabe H39 (Grundlegende Integrationstechniken) (4 Punkte)
Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale:

(a)
∫

( 2
1+x −

1
x2 )dx (b)

∫
1√
x+5

dx (c)
∫ √

1 + sinh2 xdx (d)
∫

1
2x dx.

Lösung:

(a)
∫

( 2
1+x −

1
x2 )dx = 2 ln |1 + x|+ 1

x + C.

(b)
∫

1√
x+5

dx = 2
√

x + 5 + C.

(c)
∫ √

1 + sinh2 xdx =
∫ √

cosh2 xdx =
∫

coshxdx = sinh x + C.

(d)
∫

1
2x dx =

∫
1

ex·ln 2 dx = − 1
ln 2 ·

1
ex·ln 2 + C = − 1

2x·ln 2 + C.

4
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Aufgabe H40 (Partielle Integration) (3 Punkte + 1 Zusatzpunkt)
Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale mit Hilfe von partieller Integration:

(a)
π∫
0

(x2 · sinx)dx (b)
1∫
0

(x · ex)dx (c)
π∫
0

sin2 xdx (d)
e∫
1

lnxdx.

Lösung:

(a)
π∫
0

x2 · sin(x)dx

u1(x)=x2,

v′1(x)=sin x

= [x2·(− cos x)]π0 +
π∫
0

(2x · cos x)dx

u2(x)=2x,

v′2(x)=cos x

= π2+[2x·sinx]π0−
π∫
0

2 sinxdx

= π2 − [2(− cos x)]π0 = π2 − 4.

(b)
1∫
0

(x · ex)dx

u(x)=x,

v′(x)=ex

= [x · ex]10 −
1∫
0

exdx = e− [ex]10 = 1.

(c)
π∫
0

sin2 xdx =
π∫
0

(sinx · sinx)dx

u(x)=sin x,

v′(x)=sin x
= [sin x · (− cos x)]π0 +

π∫
0

(cos x · cos x)dx

=
π∫
0

cos2 xdx
cos2 x=1−sin2 x=

π∫
0

(1− sin2 x)dx =
π∫
0

1dx−
π∫
0

sin2 xdx = [x]π0 −
π∫
0

sin2 xdx

= π −
π∫
0

sin2 xdx

⇒
π∫
0

sin2 xdx = π
2 .

(d)
e∫
1

lnxdx =
e∫
1

(1 · lnx)dx

u(x)=ln x,

v′(x)=1
= [x · lnx]e1 −

e∫
1

(x · 1
x)dx = e−

e∫
1

1dx = e− [x]e1 = 1.

Aufgabe H41 (Substitutionsregel) (3 Punkte + 1 Zusatzpunkt)
Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale mit Hilfe der Substitutionsregel:

(a)
2∫
0

(x ·
√

1 + 2x2)dx (b)
π
2∫

−π
2

(cos x · esin x)dx (c)
1∫
0

x2

1+x3 dx (d)
1∫
0

√
1 + x2dx.

Hinweis zu d): Verwenden Sie
∫

cosh2 x = 1
2(sinhx · coshx+x)+C und cosh(arsinhx) =

√
1 + x2.

Lösung:

(a)
2∫
0

(x ·
√

1 + 2x2)dx
t=g(x)=2x2,

dt=4xdx=
g(2)∫
g(0)

1
4

√
1 + tdt =

8∫
0

1
4

√
1 + tdt = [14 ·

2
3

√
(1 + t)3]80 = 27

6 −
1
6 = 13

3 .

(b)
π
2∫

−π
2

(cos x · esin x)dx
t=g(x)=sin x,

dt=cos xdx=
g(π

2
)∫

g(−π
2
)

etdt =
1∫
−1

etdt = [et]1−1 = e− 1
e .

(c)
1∫
0

x2

1+x3 dx
t=g(x)=(1+x3),

dt=3x2dx=
g(1)∫
g(0)

1
3tdt =

∫
1

2 1
3tdt = [13 ln |t|]21 = 1

3 ln 2.

(d)
1∫
0

√
1 + x2dx

x=g1(t)=sinh t,
dx=cosh tdt=

g−1(1)∫
g−1(0)

(
√

1 + sinh2 t · cosh t)dt =
arsinh 1∫
arsinh 0

cosh2 tdt =
arsinh 1∫

0

cosh2 tdt

= [12(sinh t · cosh t + t)]arsinh 1
0

cosh(arsinh x)=
√

1+x2

= 1
2(
√

2 + arsinh 1).
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