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Multiple-Choice-Aufgaben

Aufgabe M7 (Reihen)
Wie viele der folgenden vier Reihen sind konvergent?

° 1" ° = ° — ° cos (=
7;1 (=1) = ngl v 7121 ()
keine O eine O zwei O drei

Aufgabe M8 (Zweite Ableitung)
Die zweite Ableitung der Funktion f(z) = z - In(2x) hat an der Stelle 1 den Wert

o —1. 0 o. 1. o 2.

Gruppeniibung

Aufgabe G45 (Regel von I"'Hospital)
(a) Bestimmen Sie den Grenzwert lim 7. Kénnen Sie auf diesen Grenzwert die Regel von

x—0

I’Hospital anwenden? Welches Resultat wiirden Sie bei uniiberlegter Anwendung erhalten?

(b) Untersuchen Sie die folgenden Grenzwerte mit Hilfe der Regel von 1'Hospital. Von welchem
Typ sind die Grenzwerte jeweils?

i. lim 2z ii. lim Ztsine iii. lim 52=1
z—1 1™ T—00 z—0 T
Losung:
. . lim, z 0 . . . . .
(a) Es ist hIT(l) % = fm = 1 = 0. Die Regel von I'Hospital ist hier nicht anwendbar, da der
T xz—0
Grenzwert nicht vom Typ ,,%“ oder ,, 5= ist. Wiirden wir die Regel von I’'Hospital anwenden,
.. . . I’Hospital . 1 1
so ergdbe sich lim £ = lim -5 = = 1.
& z—0 € z—0 € 1
(b) i. Der Grenzwert ist vom Typ ,,%“.
. . I’Hospital . 1
Es ist lim 02 "2 iy = =1,
z—1 21 z—1 1
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ii. Der Grenzwert ist vom Typ ,, 3.

. . : I'Hospital . . . .. . .
Es ist lim &Hsme © = lim 4<€%2 Da der zweite Grenzwert nicht existiert, ist die
r—oo T T—00 1

Regel von ’'Hospital nicht anwendbar. Untersucht man den ersten Grenzwert direkt, so
ergibt sich lim L — Jjim (1 + #22) =] da |sinz| < 1, z € R, gilt.
r—00

rT—00
iii. Der Grenzwert ist vom Typ ,,%“.
. . _1 D'Hospital ;. g I’Hospital ;. _
Es ist lim cosz=1 - 72t =ging spital . | —cosz _ -1
z—0 L x—0 ¥ z—0

Aufgabe G46 (Unter- und Obersummen)
Gegeben sei die Funktion f : R — R mit f(z) = 2% und Dy = [0, 2]. Fiir jedes n € N sei mit

Zp = {[Q 2102, 4, ..., [2("_1) 2—”]} eine dquidistante Zerlegung von [0, 2] gegeben.

n’mn n’n n ’n

(a) Skizzieren Sie die Funktion f auf dem Intervall [0, 2] und tragen Sie in Thr Diagramm die
Flachenelemente der Unter— bzw. Obersummen bzgl. der Unterteilung Z5 ein. Geben Sie eine
Formel zur Berechnung der Untersummen s7(Z,) bzw. der Obersummen Sf(Z,) an.

(2t ) (- Dk y

k
(Hinweis: Verwenden Sie die Summenformel Y s? = 5
s=1

2
(b) Bestimmen Sie nun die Grenzwerte lim s;(Z,) und lim S¢(Z,) und geben Sie [ f(z)dz an.
0

n—0o0 n—oo

Losung:
(a) Mit m; = min  f(x) = f(zi—1) und M; = max f(z) = f(x;) folgt:
TE[wi—1, T4 TE€[Ti—1, i)
n or26i-1)\2 2 s : o _ 8 "o
sf(Zn) =2 mi- (xi—@ic1) = ) (T) n = (@=1)7 =15 > 0" und
i=1 i=1 =1 =1
Sf(Zn): ZMi'(xi—l'ifl) = Z (%) '%: % Zzz.
=1 =1 =1
k
Mit 231 52 = W folgt:
sS=
n—1 ) _ _ 3 o2
Sf(Z”):n%', 1Z2:%'%:%'M++n:%(2—%+n%) und
1=
n
SplZn) = - 3o it =y (EREIn = bt = 8 (24 2y ).
1=

(b) Mit den Formeln aus a) erhalten wir:
: — lim 8 3, 1\ _8_ pim 8 3, 1\ _ 1
Jim sp(Z) = lim G- (2= 5 +52) =5 = lim §- (245 +55) = lim S¢(Zy).

Da f auf [a, b] beschrinkt ist und lim 6(Z,) = lim max (2; —z;-1) = lim 2 = 0 gilt,
n—00 n—ooi=1,...,n n—00

2
erhalten wir [ f(z)dz = 3.
0
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Aufgabe G47 (Grundlegende Integrationstechniken)
Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale

(a) [ (323 +2z)da @ [(Z+E+2+1+20+32%)de (i) [ do
(b) [(z*+3cosz)dz  (f) [ (4e” 437 —1—23:—1—551113;) dx (§) [ risde
8 f gdx—%)dw ) J (Ve-V2e+at)de (%) f iixQdm

(h) [sinhzdz (1) [ =zda.

Loésung:
(a) [ (32 +2z)de = g2t + 2%+ C.

(b) [ (x*+ 3cosz)de = L2 + 3sinz + C.

() [(& —22%)de=-3- 32"+ C.

(d) f%dx:31n|x\+0

e [(HZ+Z+i+1+22+32Y)de=—-32 —2+Infz|+a+2+23+C.
(f) [ (4e” — 423 —|—2x+581nx)d:v:4ex—x4+x —b5cosx + C.

(2) f(f*\/?.%%»l‘fw)dx_ %f\‘?ﬁ%xqu%xaqLC

(h) [sinhzdz = coshz + C.

(i) fmd:c:arcsmx—kC’.

() f 1 zdr = arctanx + C.

(k) f\/ﬁdm—ar&nhm%—(}’

(1) [ 1zdx = artanhz + C, wobei artanhz = 1(In(1 + z) — In(1 — 2)) fiir x € (-1, 1).

Aufgabe G48 (Partielle Integration)
Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale mit Hilfe von partieller Integration:

T e 5

(a) [(z-sinz)dz  (b) [ (2% €e¥)dx ¢) [(L-Inz)d (d) [(sinz-cosx)dx.
0 0 1 0

Losung:

. po=s, .

(a) [(x-sinz)dz 1 (= cosa)]E + [ coszdr =7+ [sinz]] = 7.
0 0
! no | Hooe |

(b) [ (2% e®)dx o [2% - e®]} — [ 23 - e®dx [ 22 - ®| + [ 2e%dz = e — 2e + [2¢7]}
0 0

—e+2e—2=e€e—2.

u(z)=Inz,

(c) f(* ‘Inx)dx Vs [In? 2]§ fe(lnx Dde =1- fe (L Inz)de
1 1 1

(sinz - cos z)dx

\
O =
OSMM

% =COos T z
(d) [(sinz-cosz)dx VSO (ip2 z)} (cosz -sinz)dr =1 —
0

N[

g
= [(sinz - cosz)dr =
0
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Aufgabe G49 (Substitutionsregel)
Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale mit Hilfe der Substitutionsregel:

% In2 e2 %
(a) Of(e‘%osm -sinz)dz  (b) of aisardr  (¢) [ ——dx (d) Of(sinx -cosx)dz.
e
Losung:
3 t;g(f);fzfi:;, 9(3) 0 1
(a) [ (€37 - sinz)dr 7 = — [ Sldt=— [eSdt = [eSdt = [Fe¥]} = 1(e3 - 1).
0 9(0) 1 0
In2 R In2 t=g(0)=c"+1, g(In2) . 3 - L1
g(0
A e e 2
e g(e) 1
% t=g(x)=sinz, g(%) 1
(d) [ (sinz-cosz)dx =™ [ tdt= [tdt = [Lt})} = 3.
0 9(0) 0
Hausiibung
Aufgabe H38 (Regel von 'Hospital) (4 Punkte)
Untersuchen Sie folgende Grenzwerte mit Hilfe der Regel von 1’'Hospital:
(a) lim 22256 (b) lim 22 () lim (z-e7®)  (d) lim ‘2ot
Losung:
(a) hH(l) 1_21;_26—21 1’H02)ital hr% _2_’_22;721 l’Hogital hr% —de=2 _9
T— T— T—s
. 1 I’Hospital .. %
(b) xlirgo% = IILH;OT = 0.
(c) lim (x-e™®) = lim = T gy L— g
r—00 Tr—00 T—00
(d) xh—{% tamnjcg_l I’Hoi)ital wh_{nl tan2lac+1 —9
4 4
Aufgabe H39 (Grundlegende Integrationstechniken) (4 Punkte)

Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale:

(a) [(25 — &)z (b) fﬁd:g (¢) [V1+sinh®zdz  (d) [ 5=dz.

Loésung;:

(a) [(% — H)de=2Im[1+2|+L+C.
1 _

() [ —=dr =2Vr+5+C.

)
(c) [V1+sinh?zdr = [ Vcosh?zdr = [ coshadr =sinhz + C.
(d) [opde = [ Ghmde = —5ly - e + 0 = —gepg + C.
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Aufgabe H40 (Partielle Integration) (3 Punkte + 1 Zusatzpunkt)
Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale mit Hilfe von partieller Integration:
s 1 ks e
(a) [(2?-sinz)dx (®) [(z-e®)dx (c) [sin®zdx (d) [Inzdz.
0 0 0 1
Losung:
; ro ;
a) [2?-sin(x)dx ' = 22 (—cosx)|f+ [ (22 - cosx)dx ° = 72+ [22-sin z]] 251n:ndac
0
0 0

72— [2(—cosx)]f = 7% — 4.
u(z)=z,

L !(z)=e® 1
b z-eVdr "L [z el — [efdr = e — [e®]} = 1.
0 0
0 0

u(z)=sinz,

A i =sinx . "
(¢) [sin?zdr = [ (sinz-sinz)dx = [sinz - (—cosz)]§ + [ (cosx - cosz)dx
0 0 0

cos? z=1—sin? z

O—x

(1 —sin®z)dz = [ 1dzr — fsin vdzx = [z — [ sin® zdx
0 0 0

s
:>fsin a:dx:%.
0

u(z)=lnz,

e € /()= e e

d) [Inzdz = [ (1 -Inz)dx v [z -Inzlf — [(z-2)de=e— [ldr =€ —[2]] = 1.
1 1 1 1

Aufgabe H41 (Substitutionsregel) (3 Punkte + 1 Zusatzpunkt)
Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale mit Hilfe der Substitutionsregel:

2 5 ' 1 1

(@) [(z-VI+222)dz (b) [ (cosz e®)dz () [Lzdx (d) [V1+ 22da.
0 _% 0 0

Hinweis zu d): Verwenden Sie [ cosh?z = (sinhz - cosha + ) 4+ C und cosh(arsinh z) = V1 + 22
Losung:
t=g(v)=222, g(2)

8
z-V1+222)dy e (f) VI+tdt = Of%\/l +tdt = |
g(0
i t=g(z)=sinz, 9(%) 1
(cosx - en®)dy =t [ eldt = [ eldt =[e']l; =e—1.
g(=%) -1

2/0+=E-1=1

PN

(b)

o

N—

| o
m‘:‘%w‘:‘ [

t=g(x)= <1+z3>
9) jl“id g g}) Fdt = [24dt = [FIn|t|]} = L n2
01+m3 (O)t _1 3t — 13 1— 3 :
g

r=g (t) sinht, g 1(1) arsinh 1 arsinh 1

f V1+a2de et [ (\/1+sinh®t-cosht)dt = [ cosh®tdt = [ cosh®tdt

g—1(0) arsinh 0 0

V1 2
= [3(sinh¢ - cosh ¢ + ¢)]3rsinb ! cosh(arsinh r)=VIa® 1 2(V2+arsinh 1).



