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Multiple-Choice-Aufgaben

Aufgabe M5 (Nullfolgen)

Wie viele der folgenden vier Aussagen sind wahr? Sei (a,,), eine Nullfolge und (b,,),, eine konver-

gente Folge. Dann ist die Folge (¢,), mit den Folgengliedern

e ¢, = ayb, stets eine Nullfolge. ® ¢, = Z—: keinesfalls eine Nullfolge.
* ¢, = 3 eine Nullfolge. °c, = Z—Z keinesfalls eine Nullfolge.
[0 keine eine O zwei [0 drei

Aufgabe M6 (Grenzwert)
Die Folge (an), mit a, = (1 + %)Qn hat den Grenzwert

o 1. O e e2. O
Gruppeniibung

Aufgabe G40 (Differentialquotient)

Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f(z) = y/z, 2 € R", mit Hilfe des Differentialquotienten.

In welchen Punkten ist die Funktion differenzierbar?

Loésung: Fiir ¢ > 0 kdonnen wir die Ableitung von f mit dem Differentialquotienten bestimmen:

VZ—/To

f/(x(]) = xlig/,lo —z0 lim

(Vo3 (Va+y/on) _ -

Fiir xg = 0 existiert lim
T—T( 0 x—0

fiir alle x > 0 differenzierbar.

Aufgabe G41 (Differenzierbarkeit von Funktionen)

. xXx=x0 @ __ . 1 o 1
ooz E20)(VIHVED) | ammy (a—m0)(VEt/m0) Jim e =

% = lim ‘/i_(‘]@ = ili% g = ili% ﬁ nicht. Also ist die Funktion

Betrachten Sie die Funktion f(z) = |z|", * € R, n € N. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass f

fiir n = 1 nicht in g = 0 differenzierbar ist. Was gilt fiir n > 27

n

Lésung: f(z) = |z|™ ldsst sich auch schreiben als f(x) = { (—z)

T

i L@=F0) _ i GO s -1 _ :
lim S55 = lim 25 = — lim(—e)"™ = 0 und Jim S5 =

ist f fiir n > 2 in g = 0 differenzierbar.

f@)=f0) _
-0

fir z <0

firz >0 Damit gilt:

2 — Jim 2" 1 = 0. Also

z\ 0



11. Ubung Mathematik I f. MB/MPE, WIMB, Mech und CE

Aufgabe G42 (Technik des Differenzierens)
Differenzieren Sie folgende Funktionen:

() fi(@) = 2t — 32+ 1 @ fi(@) = V@B =2FT (i) falx) = cos(sina)
(b) fo@) = (2% = (" =3z +1) (1) fo(w) = L5 () folx) =e
(c) f3(x) = % - (8) frlz) = da® — P (k) fi1(x) = In(sin(z® — 42 + 2))

d — Tx2 42z 22 sin (1) le(l') = .

[ 1) = 57555 (0) fu(e) = G
Loésung

(a) fi(z) =423 — 62

(b) fo(z) =2z (2" =3z + 1)+ (2* — 1) - (72® — 3) = 928 — 725 — 922 + 22 + 3

(c) fo(@)=—32

x+2)- (2723 —3)— (722 +2x)-8122 —189x a3 —42x—
(d) filz) = LD Y[ HI08e _ 1800 LI08s o206
CCQ—
(&) f3(@) = sz - (32" = 2) = 55y
!
(f) Vereinfache fg(x) zu fo(x) = \/%, dann ist f§(z) = ZT = —2(\/5)3.
(g) fi(z) =1222 + gaf%
T—COSX): sin z)—(z2—sin z)-cos 2+2x sin 1—2 cos z—x2 cos T

(h) fé(x) - )(2J(r2+sirzw)(2 : = dot2 (2+s21na:)2

(i) fo(x) = —sin(sinx) - cosx

(i) fole) = 2w - e

x2— COS 23— T
(k) f11(z) = m cos(xd —4x +2) - (322 —4) = 3 Si§2x3_(4x+§) +2)
(1) Esist fiz(z) = 2® = €%, Damit ist f{y(z) = (Inz+z- 1) e = (Inz + 1)z

Aufgabe G43 (Differentiation der Umkehrfunktion)
Es sei die Funktion f(z) = x + €®, © € R, gegeben. Berechnen Sie die erste Ableitung der
Umkehrfunktion f~! im Punkt x¢ = 1.

Losung: f(x) = x + e ist streng monoton steigend auf R und damit injektiv. Auerdem gilt
f(0) = 1, also f~1(1) = 0. Da f injektiv ist, ist 0 das einzige Urbild zu 1. Mit f'(z) = 1 + €®

erhiilt man (f~1)(1) = f(f*ll(l)) = ﬁ - %
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Aufgabe G44 (Newton-Verfahren)
Wir wollen in dieser Aufgabe ein Verfahren herleiten, mit dem sich Gleichungen der Form f(z) =0
fiir eine stetig differenzierbare Funktion f : [a, b] — R ndherungsweise 16sen lassen, die nicht exakt
losbar sind. Wir nehmen dazu weiterhin an, dass f(a) < 0 und f(b) > 0 gilt, und die Funktion f
auf dem Intervall [a, b] streng monoton steigend ist.

(a)
(b)

(c)
(d)

Was lisst sich aus den Voraussetzungen fiir die Anzahl der Nullstellen von f im Intervall
[a, b] folgern?

Das Verfahren basiert darauf, von einem geratenen Startwert xg € [a, b] aus, von dem man
vermutet, dass er der gesuchten Losung nahe liegt, schrittweise bessere Néherungswerte zu
erzeugen. Dazu betrachtet man im aktuellen Naherungswert z,, die Tangente der Funktion
f und berechnet deren Nullstelle. Diese verwendet man als neuen Niaherungswert x,41 und
wiederholt das Verfahren. Es ldsst sich zeigen, dass die so erhaltene Folge (z,,), unter ge-
eigneten Voraussetzungen gegen eine Losung & € [a, b] der Gleichung f(z) = 0 konvergiert.
Dieses Verfahren heifit Newton- Verfahren.

i. Veranschaulichen Sie sich das Newton-Verfahren an Hand einer Skizze und stellen Sie
die Gleichung der Tangente an f im Punkt (z,, f(z,)), n € [a, b], auf.

ii. Berechnen Sie die Nullstelle z, 11 der in i. gefundenen Tangente. Dies ergibt eine Formel
fiir die neue Néherungslosung x,, 11 € [a, b] der Gleichung f(x) = 0.

Verwenden Sie das Newton-Verfahren, um die Gleichung f(x) = 0 mit f(z) = = — cosz,
r € [0, 5], auf 5 Nachkommastellen genau zu lésen. Verwenden Sie als Startlosung zg = 0.

Berechnen Sie v/2 auf 5 Nachkommastellen genau. Wihlen Sie dafiir eine geeignete Funktion
f und wenden Sie das Newton-Verfahren fiir eine geeignete Startlosung auf die Gleichung
f(z) =0 an.

Losung:

(a)

(b)

()

Da f nach Voraussetzung stetig ist, folgt aus f(a) < 0 und f(b) > 0 mit dem Zwischen-
wertsatz, dass f im Intervall [a, b] eine Nullstelle £ besitzt. Da f auf [a, b] streng monoton
steigend ist, ist & die einzige Nullstelle von f in diesem Intervall.
Wir leiten nun die Rekursionsformel fiir das Newton-Verfahren her.
i. Die Gleichung der Tangente an f im Punkt z,, € [a, b] lautet: y = f(xn)+ f/(zn) (@ —x).
i, Bs st f(2n) + /(@) (@ = 20) = 06 f'(20)(@ = 20) = —f(20) & & = 2 — H22. Die
Nullstelle der Tangente an der Stelle x,, ist also z,4+1 = xp — f,(xn) Nach dieser Re-

(zn)”
kursionsformel berechnen wir schrittweise bessere Néherungslosungen fiir die Gleichung

f(x) =0, angefangen bei einer geratenen Startlosung zg.

Es gilt f'(x) = 1 +sinz > 0 fiir alle z € [0, §]. Damit ist die Funktion f(z) = z —

9
cosz auf dem Intervall [0, §] streng monoton steigend. AuBerdem ist f(0) = —1 < 0 und
f(5) = 5 > 0. Somit erfiillt f obige Voraussetzungen und es existiert im Intervall [0, 7]

eine eindeutige Null?te%le von f. Die Rekursionsformel fiir das Newton-Verfahren lautet:
Ty —cos(Tn

Tptl = Tn = “fremar s N > 0. Mit der Startlosung x¢p = 0 erhalten wir die folgenden
Naherungslésungen:

rog = 0

r1 = 1,0

ro ~ 0,750363867840244

r3 ~ 0,739112890911362

xge ~ 0,739085133385284

rs ~ 0,739085133215161.
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Hier kénnen wir abbrechen, da sich die Lésung in der sechsten Nachkommastelle nicht mehr
andert. Die Losung der Gleichung z — cosxz = 0 ist also auf 5 Nachkommastellen genau
0, 73909.

(d) Um einen Niherungswert fiir v/2 zu berechnen, wihlen wir die Funktion f(z) = 22 — 2,
€ [1, 2]. Esist f/(x) = 22 > 0 fiir alle x € [1, 2]. Daher ist die Funktion auf diesem Inter-

vall streng monoton steigend. Zusammen mit f(1) = —1 < 0 und f(2) = 2 > 0 erfiillt die
Funktion also die Voraussetzungen des Zwischenwertsatzes und besitzt somit eine eindeutige

Nullstelle im Intervall [1, 2]. Als Rekursionsformel fiir das Newton-Verfahren erhalten wir
-2

Tpyl = Tp — xznTn’ n > 0. Fiir die Startlosung x¢y = 1 ergeben sich folgende Naherungslosun-
gen:

Trog = 1

K = 1, 5

o =~ 1,416666666666667

r3 ~ 1,414215686274510

ry =~ 1,414213562374690

x5 ~ 1,414213562373095.

Der gesuchte Niherungswert fiir v/2 lautet also 1,41421.

Hausiibung
Aufgabe H35 (Technik des Differenzierens) (4 Punkte)
Differenzieren Sie folgende Funktionen:
_ 1
(a) fi(z) =va?+1+ 4x2+§x4+1 (c) f3(z) =z e 12
(b) fa(z) = sin(8z — xfjrl) (d) fa(z) = vda? +4z+1 -2z
Loésung;:
_ 1 —4-(82+202%) _ 322480z>
(a) fi(z)= Waril 2z + 4$2f5x4f1 = \/xazjﬂ - 49529?53;&1
—2.4p3 3
(b) f5(x) = cos(8x — x%ﬂ) (8 — ﬁ) = (8+ (;42%)2) - cos(8x — m%ﬂ)
1 o1 1 1 1
(€) fi(e) = & 5 - (1) e T = ¢ N o iy e T = (L )
— 1 — _2Q2z41) — o, [z 44zt — — —
(d) fi(z) = T (Br+4)—2= mn =2/ EE-2=2-V/1-2=2-2=0.
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Aufgabe H36 (Stetigkeit und Differenzierbarkeit) (4 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f: R — R : f(z) = 22 - e~ lz=51,

(a) Fiir welche Werte = € R ist die Funktion f stetig, fiir welche differenzierbar?
(b) Wie lauten Abbildungsvorschrift und Definitionsmenge von f’?
(¢) An welchen Stellen z € R ist die Funktion g(z) = (z — 5)2 - e~ |*=%I differenzierbar?

Losung:
(a) Da f aus Funktionen zusammengesetzt ist, die auf ganz R stetig sind, ist f selbst auf ganz R

2, —aH5 g o <
stetig. Esist f(x) = { x2 ew 5 fiar z <5 . Damit ist f fiir alle x € R\ {5} differenzierbar,

x” e firz > 5
da f aus Funktionen zusammengesetzt ist, die dort differenzierbar sind. Flir zg = 5 ist
o 2 _h_
lim L@=flr) iy 2273225 gy (BT 25 lim (25 - ¢ =1 1 10e" + heh) = 35 und
x,/xo r—%o z,/'5 z h,0 h 0
oo f@)=fl@o) _ qi zem 525 e (54+h)* _ —1 —~h_ po—h
xh\rgo 1;3_7560950 = il\né == = ’101{% + hm (25 € =1 4+10e "+he ") = —15.

Also ist f an der Stelle g = 5 nicht differenzierbar.

. _ oy e +a?) e fira <5
(b) Esist D =R\ {5} und f'(x) —{ (22 —22) - o5 firw>5 "

(c) Mit denselben Uberlegungen wie fiir f ist g differenzierbar auf R\ {5}. Zusitzlich stimmen fiir

20 = 5 die beiden Grenzwerte lim 227920 _ }i (33,5)2_%;75,0 = lim h2}'fh = lim (he) =0
xz/xg TTTO z,/'5 x h, "0 h, 70
o g(@)—g(zo) _ pi (@=5)%e -0 . pZemh g —hYy — () sihered o
und xl{‘rgo pra—n il\n}’ —= }ILI{% £ }Ll{% (he™™) = 0 iiberein. Damit ist g

auf ganz R differenzierbar.

Aufgabe H37 (Differentiation der Umkehrfunktion) (4 Punkte)
(a) Bestimmen Sie die Ableitung der Umkehrfunktion von f(x) =tanz, x € (=3, §). Vereinfa-
chen Sie soweit, bis Sie die Formel aus der Vorlesung erhalten.

(b) Gegeben sei die Funktion f(z) = 1z-Inz mit dem Definitionsbereich Dy = [1, 00). Berechnen
Sie die erste Ableitung der Umkehrfunktion f~! im Punkt zg = 1.

Losung:

(a) Esist f'(z) = 14+tan®z > 0 fiir alle z € (-5, %), also ist f auf diesem Intervall injektiv und

somit umkehrbar. Aulerdem ist die Umkehrfunktion f~ ( ) =arctanz,z € f((—3, 5)) =R,
differenzierbar und ihre Ableitung ist (f~1)'(x) = 1 z eR.

_ 4
f(f= ( ) 1+tan2(arctanaz) 14z
(b) Die Funktion f ist injektiv mit f'(z) = 2(Inz + 1), z € [L,00), und es gilt f( )=1.Da f

injektiv ist, ist e das einzige Urbild zu 1. Damlt ist (f~ )/(1) (f*l(l)) = f’(e) = %




