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Wiederholungsaufgaben

Aufgabe W11 (Verkettungen mit der Sinusfunktion)
Diskutieren Sie fiir nachstehende Funktionen Definitionsbereich, Wertebereich und Periodizitét:

(a) fi(z) = 5 (b) fo(z) =257 (c) fs3(x) = sin2”

Aufgabe W12 (Funktionen skizzieren)
Es ist unter Benutzung nachstehender Anleitung die Funktion y = f(z) =

zu skizzieren:

1
T—a?
1. Zeichnen Sie (alles wirklich diinn!!!) in ein [z, y]-Koordinatensystem die Funktion y; = 2.
2. Konstruieren Sie daraus die Funktion yo = —2? durch Spiegelung von %, an der z-Achse.

3. Nun ist y3 = 1 — 22 zu zeichnen. Dazu verschieben wir die 2-Achse um 1 nach unten — fertig!
4

. Kommen wir schliellich zu y = %332: Nehmen Sie einen beliebigen z-Wert und den da-

1
zugehorigen ys-Wert und zeichnen Sie den Punkt (z, y%) ein. Das nennt man ,reziprokes
Spiegeln“ am Geradenpaar y = £1. Zeichnen Sie zur Veranschaulichung die Geraden y =1

und y = —1 diinn in das Koordinatensystem ein. Erkennen Sie die Spiegelung?

5. Zeichnen Sie zum Abschluss das letzte Funktionsbild sowie das zweite Koordinatensystem
dick nach — fertig ist die Skizze!

Multiple-Choice-Aufgaben

Aufgabe M3 (Determinante und Invertierbarkeit)
Fiir eine Matrix A € R™™"™ gilt det(A) # 0 genau dann, wenn gilt:

O Kein Element von A hat den Wert 0. A ist invertierbar.
OO0 A ist nicht invertierbar. 0 Der Rang von A ist nicht 0.

Aufgabe M4 (Rechenregeln fiir invertierbare Matrizen und ihre Determinanten)
Wie viele der folgenden vier Aussagen sind wahr? Fiir invertierbare Matrizen A, B € R™*" gilt
stets:

o det(A+ B) = det(A) + det(B) o det(A- B) =det(A) - det(B)
e (A+B)'=B"14+41! o (A-B)"t=4a"1t.p71
[0 keine eine O zwei [0 drei
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Gruppeniibung

Aufgabe G37 (Grenzwerte)
Berechnen Sie, falls moglich, folgende Grenzwerte. Fertigen Sie eine Skizze an.

6 : 23 —Tz+6
a hm —r— hm —_—a
( ) x—3 T 3 [ z+3

(b) hm sm = hm (m - COS %)

T firz <1
li d i fi — ur & =
() Jim f(o) it o) fix f) = { Ty S
Losung:
(a) lim #2250 = lim =20 = lim (« +2) = 5,
xli>H_13 # = xE{Eg Ww = xlin_lg(xz — 3z +2) = 20.

(b) lim sin - L existiert nicht,

r—0

da lim sin
n—oo

= lim sin(2mn) = 0# 1= lim sin (2rn+ %) = lim sin —
27n n—oo n—oo n—oo

27rn+g
lin% (a; cos ) =0,

da 0 < |z-cosi| =z |cosi|< |x|$—_)(>]0

. C m o — ; —qim (L 1) =
(c) liny f(z) = lm e =1 und lim f(z) = lim (x+1 2) 0.

Aufgabe G38 (Stetige Ergéinzung)

Konnen Sie jeweils den Funktionswert an der Stelle x = 0 derart definieren, dass die Funktionen
auf ganz R stetig sind?

|1 firx#0 _ x-sin% fir x #0
(a) fla) = { ? firx=0 (¢) hlz) = { ? fir x =0
—1 firz<0 - fir x < 0

(b) g(z)=¢ 7 firz=0 (d) k(x)=1< ? fire=0 ,neN
1 firz>0 n(x+1) firz >0

Hinweis zu d): Verwenden Sie Z;__ll =14z+22+- 42" = Z 2 fiir 2 £ 1, n € N.
Losung:
(a) Es ist il}% f(z) = i{% f(z) = 1, daher ist die Funktion mit der Setzung f(0) = 1 stetig
ergdnzbar an der Stelle x = 0.
(b) Es ist il;r(l) glx)==-1#1= il{r(l] g(x), daher ist die Funktion an der Stelle = 0 nicht stetig
erginzbar.
(c) Es ist il}% h(z) = i{% h(z) = ;12%(:6 +sin 1) = 0 mit einer &hnlichen Argumentation wie in

Aufgabe G37 b). Daher ist die Funktion an der Stelle z = 0 durch h(0) = 0 stetig ergéinzbar

. . n—1 n—1
d) Esist lim & — lim ¢ Ix)n 1 Higwels 1. er)l = (lim > 1=n
(@) B st T h(o) = lig 51 = Ty €21 i 5 (e = (e ) = 'S

und li{% k(z) = h{r%) n(a: + 1) = n. Daher ist die Funktion an der Stelle z = 0 durch k(O)

stetig ergénzbar.
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Aufgabe G39 (Hyperbolische Funktionen)
Wir definieren die hyperbolischen Funktionen iiber die Exponentialfunktion:
sinh x cothx

und cothz =
coshx sinh x

(z #£0).

1 1
sinhx = 5(833 —e ), coshx = i(ez +e "), tanhzx =

Zeigen Sie unter Benutzung der Definition die folgenden drei Identitéten:
(a) cosh?x —sinh?x =1 (b) cosh(2z) = cosh? z +sinh?z (c) sinh(2z) = 2sinh x cosh .
Losung:
(a) cosh®z —sinh?x = £(e® + e7%)% — 1(e¥ — e77)?
:ie%c_’_%ea:e—w_{_ e—2x_%e2m_’_%e$e—$_ie—2a::%_i_
(b) cosh?z + sinh?z = 1(e” +e7%)2 + L(e® — e72)2
=le¥pletertplem et _Lletem v Lo = Loy 172 = L(e% 4 e72%) = cosh(22).

=1.

N N
N[

xZ

(c) 2sinhzcoshz =2 - (e _26_x> <ex+26_x> = 1(e¥ — e7%) = sinh(2z).

Hausiibung

Aufgabe H31 (Berechnung von Grenzwerten) (4 Punkte)
Berechnen Sie, falls moéglich, folgende Grenzwerte:

. z2-9 oy 6z3—40242
(a) xgn_lg (z+3)+v/5x+40’ mli)n;o 5x2+3zr—1

lim —Zt+4 lim —Z=4

(b) r—4 (\/‘572)557 r—4 (\/572)33

{ ‘ﬁ:h fir x # 1

(©) lim (@) und lim f(a) fir fla) = § P 00T

Losung:
(@) Jim, G = i, i = m, ARt = %
i

Jim SR = Jim 5 = oo

() lig 5L = oo
lim =t = lim S0 = lim Y2 = 1

(c) iI/Hi f(z) = il/ni ‘ﬁ:h =l il/ml 7“&;}1) = ii/ni_l = —1 und

511{% f(z) = il\‘ml \i:h z>1 il\ml el al;l\ml 1=
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Aufgabe H32 (Stetige Ergénzung) (2 Punkte)

3x ..
Gegeben sei die Funktion f(x) = { € fiir 2 <0

23 —4da fir x>0 fir a € R.

(a) Bestimmen Sie lim f(x) und lim f(x) in Abhéngigkeit von a.
z,/0 x\,0
(b) Fiir welchen Wert von a ldsst sich die Funktion an der Stelle x = 0 stetig ergéinzen?
Losung:
Es ist li = lim 3 = 1 und li = lim 23 — 4a = —4a.
(a) Esis zl;% f(z) xl}%e und lim f(z) lim, a a
(b) Damit sich die Funktion an der Stelle x = 0 stetig ergénzen lasst, muss li;% f(z) = li{r%) f(z)
x T

gelten. Dies ist fiir a = —% erfiillt. In diesem Fall ldsst sich die Funktion durch die Setzung
f(0) =1 an der Stelle z = 0 stetig ergénzen.

Aufgabe H33 (Grenzwerte von Funktionenfolgen) (2 Punkte)
Betrachten Sie die stetigen (warum eigentlich stetig?) Funktionen

fu(z) = e "l zeR, neN.

(a) Berechnen Sie den Grenzwert f(z) = lim f,(x) fir z € R.

(b) Fiir welche z € R ist die so definierte Funktion f stetig?

Losung:
e‘z‘>1
(a) Esist f(z) = nh_)rglo fulz) = nlirglo el = nlLII;OW = nh—{goﬁ W20 fiir # # 0 und
£(0) = lim f,(0)= lim 1=1.
n—oo n—oo
(b) Der Grenzwert der Funktionenfolge (fy,)nen ist die Funktion f(x) = (1) Elli i f 8 .

Diese ist stetig fiir alle x € R\ {0} und nicht stetig fiir z = 0, da an dieser Stelle der linkseitige
und der rechtsseitige Grenzwert nicht mit dem Funktionswert iibereinstimmen.

Aufgabe H34 (Umkehrfunktionen von hyperbolischen Funktionen) (4 Punkte)
Die Umkehrfunktionen arsinh und arcosh der hyperbolischen Funktionen sinh und cosh lassen sich
iiber den natiirlichen Logarithmus erklédren. Zeigen Sie die folgenden beiden Identitéten:

(a) arsinhz = In (x +VaZ+ 1) fir z € R
(b) arcoshz = In (m + Va2 — 1) fiir x > 1.

Loésung;:

(a) Es ist arsinh(sinhz) = In (sinhx + V/sinh? z + 1) =In (sinha; + Vcosh? w)
= In(sinhz + coshz) = In (3(e® — ™) + 2(e® + e7)) = In(e®) = z und
sinh(arsinh z) = sinh (ln (1: + Va2 + 1)) =1 (eln(x+v$2+1) — ¢~ In(atv "”‘2“))

-1
e ) () )
o (Va1 <12+2x\/w2+1+(12+1)71> 1 (n%m—ﬁ) _ a(aHVa?+1) .
T2 r+Vr2+1 T2 T+vV22+1 T2 T+v22+1 T V241 T

Dabher ist arsinhz = In (:1: +Vz2 + 1) die Umkehrfunktion zu sinh .
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(b) Es ist arcosh(cosh x) (coshﬂv + V/cosh? 2 — ) In (coshx + Vsinh? )

(e” +e ") + 5(e” —e ™)) =In(e”) = z und
cosh(arcosh ) = cosh ( T -|- \/3727» < 1n(:c+\/$7_) _1n(m+m)>

1 In(z+vVx2— ln TV —

_§<e( Do el v ) ((”“””/'2 ) x+\/a,f1>

1 (I+\/x2—1)2+1 1 <x2+2x\/m+(:c —1)+1> 1 (21 +2xm) _ a(z+va?-T)
T2 z+vVz2—1 T2 z+Vx2 -1 T2 z+Vz2 -1 T z+Va22-1
Dabher ist arcoshz = In (1: +Vz? — 1) die Umkehrfunktion zu cosh x

,_.._.

= In(cosh z + sinh z)

= .



