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Wiederholungsaufgaben

Aufgabe W9 (Fakultidt und Binomialkoeffizient)
(a) Wiederholen Sie die Begriffe Fakultit und Binomialkoeffizient an folgenden Beispielen:

i. 0!, 11, 2!, 3! 4 und 5!, wobein!=1-2-...-nund 0! =1

ii. (g) und (g)’ wobei () = n(n—l)-};}(!n—k—&-l) = k!(r?ik)!'
(b) Zeigen Sie die Identitéit (}) = (Zj) + (ngl)

(c) Wie lassen sich die Binomialkoeffizienten mit Hilfe des Pascalschen Dreiecks berechnen?

Aufgabe W10 (Binomischer Lehrsatz)
Berechnen Sie mit Hilfe der binomischen Formel

(a+b)" = kznjo (Z) "k

die Ausdriicke i (=1)*(}) und i (D)
k=0 k=0

Multiple-Choice-Aufgaben

Aufgabe M1 (Orthogonale Vektoren)
Wie viele der folgenden vier Aussagen sind wahr? Fiir orthogonale Vektoren &, i € R? gilt stets:

e -yl =0 o il .7=0
o =4y o |21+ |71 = 17 + 711%.
O keine 0 eine zwel O drei

Aufgabe M2 (Ebenen und Normalenvektoren)
Fiir die Schnittmenge S dreier Ebenen in R? gilt:

[0 Wenn S eine Gerade ist, dann sind zwei der Ebenen parallel.

X

Wenn S eine Gerade ist, dann sind die Normalenvektoren der drei Ebenen linear abhéngig.

Wenn zwei Ebenen parallel sind, dann ist .S eine Gerade.

O O

Wenn die Normalenvektoren der drei Ebenen linear abhéngig sind, dann ist S eine Gerade.
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Gruppeniibung

Aufgabe G33 (Geometrische Reihe)
Wiederholen Sie den Begriftf Geometrische Reihe. Finden Sie in den folgenden Darstellungen jeweils
eine geometrische Reihe wieder, und berechnen Sie gegebenenfalls die Grenzwerte:

(a) > CRLE (b) z a2kit.

Losung:
OIS E S oE TR I IS VLU P EE F B
frr 3k+1 _k:03 3 = 3 - 3 1+%_3 4~ 4
S k S ||<1
0 T o585 @ =s(E @ -1-3) () -5 4-%

Aufgabe G34 (Partialbruchzerlegung und Teleskopreihe)
(a) Berechnen Sie die Koeffizienten a und b in der Darstellung k(k+2) =7+ #:_2, ke N.

(b) Bestétigen Sie damit den Grenzwert der Teleskopreihe E 0 +2) = %.

Loésung:

(a) Bsist gy = ¢ Tz @ 1= (k+2)a+ kb 1= (a+bk+2a
Daraus ergibt sich durch Koeffizientenvergleich das lineare Gleichungssystem

a+b = 0
2a =1
. . 1 1 1 1 1 (1 1
mit der Losung a = 3 b= AlSO gllt (k+2) = 5% m =3 (E — m)

1 1 1 Teleskogsumme 1 1\ _ 1 3 _ 3
(b) 302 iy = ka(@*?) 22k1< *m) = (43 =23=1%

Aufgabe G35 (Konvergenz von Reihen)

Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz:
2

[e'e} 9 [e’e] 2k [e'e} 1 (e’e] _1)k-1 [e’e) 2
() & O % () © Lot @ > = @ X

—1 E—1 =1 = +ek
Loésung:
(nt1)? s ) ,
() B st fim | 25| = Jim ({55 o) = i (525 ) = Jim 6535 = <1
2” o
Somit konvergiert die Reihe 12‘“‘—; nach dem Quotientenkriterium.
k=1
2
o) Bt Jim {f(721)" = Jim ()" = i (27 = (03" = F <.

o 1 = _1 1 _ 191
(c)Esmthlmzkzlm: & =13 1=+

[e.°] [e.°]
Somit divergiert die Reihe ) Tlﬂ, da die Reihe ) % eine divergente Minorante ist.
k=1 k=1
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(d) Da (ap), mit a, = % eine positive, monoton fallende Nullfolge ist, konvergiert die Reihe
X (L1)k X (_1)k-1
> (D" nach dem Leibnitzkriterium. Also konvergiert auch die Reihe %
k=1 k=1
(nﬂfl (n+1)2 o4 (n+1)2 2 2
ist lim |21 = ntl)” | 24t ' A l)” | 2et ) _ 2
(e) ES lSt nh—{glo 2-7;2” — 77/11—>H010 < n2 2+en+1> S nh_)Iglo ( n2 en+l> — e < 1

Daher konvergiert die Reihe Z 5 +2k nach dem Quotientenkriterium.
k=1
Aufgabe G36 (Umkehrfunktionen)

Berechnen Sie fiir folgende bijektive Funktionen die Umkehrfunktionen sowie die zu den Umkehr-
funktionen gehorigen Definitionsbereiche:

(@) f&) = —20+1  (b) gla) = =L () h(z) = ¥ — 4.
Loésung;:
(a) f:R—Rmit f(z) =—2z+1ist bijektiv also ist Dy-1 = R.
Esist f(x) =y = —2m—|—1<:>ac——fy+ 5, daher ist f~ Yz ):—%x—i—%.

(b) g:R\ {0} — R\ {1} ist bijektiv, also ist Dy-1 =R\ {1}.

Esmtg(x):y:%ﬂﬁxy:xﬁ—l{:}x(y—l):l{:}x_ daher1stg 1(1‘):#

y—17 z—1
(¢) h:R— (—4, c0) mit h(z) = e** — 4 ist bijektiv, daraus folgt D ;-1 = (—4, 00).
Es ist h(xl) =y=e"-4 e =y+4c3z=I(y+4) & 2= 5In(y +4), somit ist

h=Hx) = 3In(x +4).
Hausiibung

Aufgabe H28 (Geometrische Reihe) (4 Punkte)
Finden Sie in den folgenden Darstellungen eine geometrische Reihe wieder, und berechnen Sie
gegebenenfalls die Grenzwerte:

2

0 3k
(a) 2 Lo ) % () firseR.

Losung:
2k—2 — k41 O 2ktd —k—2 40 k & E12>1]
(a) Z PRy TR e S 16h _qp68 3 (8)F T2 fog
k=0 k=0 k=0
00 2 k ‘m <1, fiir zeR 1 6
(b) > (ﬁxz) = Z (m) = T = Lt g
k=0 143224322+
Aufgabe H29 (Konvergenz von Reihen) (4 Punkte)
Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz:
S (=3)F S 1k SN 142k S~ cos(km) S~ L3k
(a) > TR0 (b) > (1— E) (c) 1172 (d) > T+k (e) > 248K
k=1 k=1 k=1 k=0 k=1
Losung:
n o0 o
(a) Da (ap), mit a,, = (;:f()) keine Nullfolge ist, konvergiert die Reihe > (;i}k nicht.
k=1
[e.e]
(b) Es ist limy (1 — 2)™ = 1 also konvergiert die Reihe kzl (1- %)k nicht.
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MS

(e.)
(C) Es ist kzl %iz’; Z k2+k2 - Z ka =

Somit divergiert die Reihe k;l %ii’; , da die Reihe kzl eine divergente Minorante ist.

% = +00.
k=1

(d) Da (ap), mit a, = p%n eine positive, monoton fallende Nullfolge ist, konvergiert die Reihe

> cos(km) _ > (=" ach dem Leibnitzkriterium.

1+k 1+k
k=1 k=1
(¢) Es ist Z LD = [ o o R S
P 2+8k7 — 47T T P 4K7T T P k3 — P k2"

o0 o0
Damit konvergiert die Reihe éigﬁi, da die Reihe ) 1%2 eine konvergente Majorante ist.
k=1 k=1

Aufgabe H30 (Umkehrfunktionen und Verkettungen) (4 Punkte)
Gegeben seien die Funktionen

1
f(z) = o und g(z) = = + 3, definiert auf Dy = D, = (0, 4+00).

(a) Skizzieren Sie f und g. Untersuchen Sie die Funktionen auf Monotonie und Injektivitét.
(b) Bestimmen Sie gegebenenfalls die Umkehrfunktionen. Skizzieren Sie diese.

(c) Bilden Sie die Verkettung h = f o g. Untersuchen Sie auch diese auf Monotonie und Injekti-
vitét, und bilden Sie auf direktem Wege ihre Umkehrfunktion.

d) Fiir die Umkehrfunktion A=t von h = f o ilt h~1 = g1 o f~L. Verifizieren Sie daran IThr
( 98 g
Resultat aus (c).

Loésung;:

(a) Fiir z, y € Dy ist f(x) > f(y) & xQ > 2 < y? > 2% &y > 2. Also ist f streng monoton
fallend und daher injektiv auf Dy.
Fir z, y € Dy ist g(z) > g(y) © x+3 >y +3 & x> y. Also ist g streng monoton steigend
und daher injektiv auf D,.

(b) Da f auf Dy injektiv ist, existiert die Umkehrfunktion f~! auf D1 = f(Dy) = (0, +00).
Fir z € Dy ist f(z) =y = z—lg Y % S x = ﬁ Also ist f~1(x) = % fir x € Dy1.
Da g auf D, injektiv ist, existiert die Umkehrfunktion g1 auf D1 = g(Dg) = (3, 400).
Fiir x € Dy ist g(a:):y:x—FS(:)x:y—S Also ist g} (z) =& — 3 fiir € Dy-1.

(¢) Esist h(z) = f(g(z)) = f(x +3) = @ +3)2 auf Dy, = g~ }(Dy) = (0, +00). Fiir z, y € Dy, ist
h(z) > h(y) < (I+3)2>(y+3)2<:>(y+3) (r+3)?©y+3>x+3y >z Damit ist h
streng monoton fallend und somit injektiv auf Dh

Fir z € Dy, ist h(z) =y = (x+3)2(:)(:c+3) <:>x+3:iy(:) 7—3 Somit ist
hl(x) = ﬁ — 3 auf D1 = h(Dy) = (0, §).
(d) Esist h Yz) =g~ (fHx)) =g ! (ﬁ) % —3 fiir # € Dj-1. Dies bestitigt das Ergebnis

aus (c).



