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Probeklausur Mathematik I f. MB/MPE, WIMB, Mech und CE

1. Aufgabe (10 Punkte)
Bestimmen Sie die Lösungsmenge der linearen Gleichungssysteme

A~x = ~b1 und A~x = ~b2,

wobei

A =

 1 2 2
1 1 1
0 1 1

 , ~b1 =

 5
3
2

 und ~b2 =

 4
2
1


gilt.

Lösung: Wir lösen die beiden Gleichungssysteme nach folgendem Schema:

1 2 2 5 4
1 1 1 3 2
0 1 1 2 1
1 2 2 5 4
0 −1 −1 −2 −2
0 1 1 2 1
1 2 2 5 4
0 −1 −1 −2 −2
0 0 0 0 −1

Setzen wir für die rechte Seite ~b1: x3 = t, t ∈ R, so ergibt sich x2 = 2 − t und
x1 = 1 + 4t. Somit ist die Lösungsmenge

L1 =

~x ∈ R3 : ~x =

 1
2− t
t

 , t ∈ R

 =


 1

2
0

 + t

 0
−1
1

 , t ∈ R

 .

Für die rechte Seite ~b2 ergibt die letzte Zeile einen Widerspruch. Somit ist die Lösungs-
menge L2 = { }.
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Probeklausur Mathematik I f. MB/MPE, WIMB, Mech und CE

2. Aufgabe (10 Punkte)
Bestimmen Sie die Lösungsmenge des linearen Gleichungssystems

x1 + 2x2 + 2x3 = 3
2x2 − x3 = −2

x1 + 4x2 + α2x3 = α

in Abhängigkeit des Parameters α ∈ R.

Lösung: Wir lösen das Gleichungssystem nach folgendem Schema:

1 2 2 3
0 2 −1 −2
1 4 α2 α

1 2 2 3
0 2 −1 −2
0 2 α2 − 2 α− 3
1 2 2 5
0 2 −1 −2
0 0 α2 − 1 α− 1

Für α 6= ±1 ist die Lösung eindeutig. Es ist x3 = 1
α+1 , x2 = 1

2(−2 + 1
α+1) und

x1 = 5− 3
α+1 .

Für α = 1 gibt es unendlich viele Lösungen. Setzen wir x3 = 2t, t ∈ R, so ist
x2 = −1 + t und x1 = 5− 6t. Die Lösungsmenge ist somit

L =

~x ∈ R3 : ~x =

 5− 6t
−1 + t

2t

 , t ∈ R

 =


 5

−1
0

 + t

 −6
1
2

 , t ∈ R

 .

Für α = −1 besitzt das Gleichungssystem keine Lösung, da die letzte Zeile einen
Widerspruch ergibt.
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Probeklausur Mathematik I f. MB/MPE, WIMB, Mech und CE

3. Aufgabe (10 Punkte)
(a) Gegeben sei die Ebene

E =

~x =

 1
1
0

 + r

 2
1
0

 + t

 −1
2
1

 , r, t ∈ R


in R3.
Bestimmen Sie eine implizite Form der Ebene E.

(b) Gegeben sei die Gerade

G = {~x ∈ R2 : 2x1 + 3x2 = 5}

in R2.
Bestimmen Sie eine Parameterform der Geraden G.

Lösung:

(a) Durch  2
1
0

×

 −1
2
1

 =

 1
−2
5


erhalten wir einen Normalenvektor der Ebene. Da der Punkt (1, 1, 0)T auf der
Ebene liegen muss, erhalten wir

E = {~x ∈ R3 : x1 − 2x2 + 5x3 = −1}.

(b) Für einen Punkt ~x ∈ R2 auf der Geraden ist x1 = 5
2 −

3
2x2. Setzen wir x2 = t,

t ∈ R, so erhalten wir x1 = 5
2 −

3
2 t und

G =
{
~x =

(
5
2 −

3
2 t

t

)
, t ∈ R

}
=

{
~x =

(
5
2
0

)
+ t

(
3
2
1

)
, t ∈ R

}
.
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Probeklausur Mathematik I f. MB/MPE, WIMB, Mech und CE

4. Aufgabe (10 Punkte)
Gegeben sei die Ebene

E :=

~x ∈ R3 : ~x =

 1
0
0

 + r

 1
2
1

 + s

 0
1
1

 , r, s ∈ R

 .

(a) Bestimmen Sie die Hesse-Normalform der Ebene.

(b) Bestimmen Sie den Abstand der Ebene zum Ursprung.

(c) Liegt der Punkt P := (2, −1, −2)T in der Ebene E?

Lösung:

(a) Ein Normalenvektor von E ist gegeben durch

~n =

 1
2
1

×

 0
1
1

 =

 1
−1
1

 .

Normieren wir ~n, so erhalten wir

~n0 =
1
‖~n‖

~n =
1√
3

 1
−1
1

 .

Da der Punkt (1, 0, 0)T auf der Ebene liegen muss, ist

E =
{
~x ∈ R3 :

1√
3
(x1 − x2 + x3) =

1√
3

}
die Hesse-Normalform von E.

(b) Der Abstand der Ebene E zum Ursprung beträgt

d(~0, E) =
∣∣∣∣ 1√

3
(0− 0 + 0)− 1√

3

∣∣∣∣ =
1√
3
.

(c) Es ist 1√
3
(2− (−1) + (−2)) = 1√

3
. Somit liegt der Punkt P in der Ebene E.
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5. Aufgabe (10 Punkte)
Gegeben sei die Matrix

A :=

 1 2 3
0 2 1
0 6 1

 .

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix A.

(b) Hat das LGS A~x = ~b für jedes ~b ∈ R3 eine Lösung?

(c) Bestimmen Sie den Eigenraum zum Eigenwert −1.

Lösung:

(a) Die Eigenwerte von A erhalten wir aus der Gleichung

det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 2 3

0 2− λ 1
0 6 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)
∣∣∣∣ 2− λ 1

6 1− λ

∣∣∣∣
= (1− λ)((2− λ)(1− λ)− 6) = (1− λ)(1 + λ)(4− λ) != 0.

Daraus ergeben sich die Eigenwerte −1, 1 und 4.

(b) Da λ = 0 kein Eigenwert von A ist, ist A invertierbar. Somit ist das LGS A~x = ~b
für jedes ~b ∈ R3 lösbar.

(c) Der Eigenraum von A zum Eigenwert −1 ist die Lösungsmenge des Gleichungs-
systems (A + 1 · E)~x = ~0. Wir lösen das Gleichungssystem nach folgendem
Schema:

2 2 3 0
0 3 1 0
0 6 2 0
2 2 3 0
0 3 1 0
0 0 0 0

Setzen wir x3 = 6t, so erhalten wir x2 = −2t und x1 = −7t. Somit ist

E−1 =

~x ∈ R3 : ~x = t

 −7
−2
6

 , t ∈ R


der Eigenraum von A zum Eigenwert −1.
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6. Aufgabe (10 Punkte)
Sei ϕ die Drehung des R2 um den Ursprung mit Winkel 90◦ und ψ die Spiegelung
an der x2-Achse. Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix von ϕ ◦ψ bezüglich der Stan-
dardbasis.

Lösung: Sind A und B die Abbildungsmatrizen von ϕ und ψ bezüglich der Stan-
dardbasis, so ist

A =
(

0 −1
1 0

)
und B =

(
−1 0
0 1

)
.

Ist C die Abbildungsmatrix von ϕ ◦ ψ, so gilt bezüglich der Standardbasis

C = A ·B =
(

0 −1
−1 0

)
.

7


