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Gruppeniibung

Aufgabe G27 (Zum Einstieg in die komplexen Zahlen)
(a) Vervollstindigen Sie folgende Tabelle:

z 1 1 -1 | — Im
TN
() \ J Re
arg(2)

und tragen Sie die Zahlen in die vorgefertigte Skizze ab.

(b) Bestimmen Sie Betrag und Argument folgender komplexer Zahlen:
i z=-1,5 i, 2=2—2i iii. z = 2€'".

(c) Bestimmen Sie Real- und Imaginérteil folgender komplexer Zahlen:

. 5 .s 444 . o —
Loz= 175 . z2=75+T7 iii. z = 3e

2,
Losung:

(a) Ausgefiillt sehen Tabelle und Skizze so aus:

A
JRe

arg(z) | O

[SE]
3

ol
)
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(b) Es ergeben sich folgende Betrige und Argumente:

i z=—-1,5i=|z] = 1,5, arg(z) = —%%W-

. 2=2-2i=|2] =VA+4=18, arg(z) = —T=32r.
iii. 2 =2 = |2| =2, arg(z) = 7.
(c) Es ergeben sich folgende Real- und Imaginérteile:

. _ 5 _ _5(43i)) _ 5415 _ 1 | 3;
L 2= 173 = {843y — 149 —2 T 3¢

= Re(z) = 3, Im(z) = 3.
ioz=31H +7i= %m—i—?i:?’lf’li—i—?i:%—%%i-k?i:%_i_%i
:>Re() ?’Im(z 1

iii. z=3e"'2 :362 = -3
= Re(z) =0, Im(z) = —3.

Aufgabe G28 (Wurzeln komplexer Zahlen)
Bestimmen Sie die Losungen folgender Gleichungen unter Zuhilfenahme der Darstellung z = re’?.
Skizzieren Sie Thre Losungen jeweils in der komplexen Zahlenebene.

(a) 22 = —9 (b) 2% — 8i () Hl=2 (z£-1)
Loésung:
(a) 22 =-9 < (rei?)? = r2etiv
:>T:3unde2i‘f’é—1:e”:>g01:%, gpgz%ﬂ
= 21 = 3¢i5 = 3i, 20 = 3¢'2™ = —3i.

S ;
(b) 23 = 8i = (ret?)3 = r3edi¥
:>7'—2unde3w—2—eg:>g01:%,s02:%7ﬂ%03:

9
= 21 = 2¢* E, Zo = %e8™ ,23 = 2e6™.

™

[e2][X=}

(c) 251 =3 st Z+Dz—1D=ie2-1l=ic2=14+i=24 é(rew)erQeQW
:>T:<l/§und62i¢;€l%:><pl:%,<p2:

P P9
= 21 = V2’5, 29 = V25T

Aufgabe G29 (Konvergenz und bestimmte Divergenz)
(a) Beweisen Sie, dass die Folge (an)nen mit a, = 5,55 gegen g = % konvergiert.

[o/e][Ne]
3

(b) Beweisen Sie, dass die Folge (b,,)nen mit b, = ’}fj‘ll bestimmt gegen +oo divergiert.
Losung:

.. . 2 2n+1) 1
(a) Fiirn € Nund € > 0 ist | 527 — 31 = |50 | = || = 5gs <€ & n > 152

Mit diesem Ergebnis kénnen wir beweisen, dass die Folge (a5 )neny mit a;, = 5.7 gegen g = %
konvergiert: Sei € > 0. Wihle ng = [116251 Dann ist fiir alle n > ng:

- n _ 12n—(2n+1)| __ _ 1 _ 1 _ € _ € __
|an_g|—|m | ‘ 22n+1 | |4n+2| 4n+2<41 215 1—526+2—1_26+26—T—6.
Damit konvergiert die Folge (ay)nen gegen g= l.

(b) Firn e Nund a € R ist 7:1:11 >T+1> L =in>asn>2a.
. . 2 .
Mit diesem Ergebnis kénnen wir beweisen, dass die Folge (by,)nen mit b, = ’}1111 bestimmt

gegen +00 divergiert Sei a € R. Wéhle ng = [2a]. Dann ist fiir alle n > ng:

n2+1 nc _ 1 1. _
bn—n+1>n+1> =35n> 5 2a=a.

Damit divergiert die Folge (bn)nen bestimmt gegen +oc.
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Aufgabe G30 (Konvergenzuntersuchung I)
Untersuchen Sie nachstehende Folgen auf Konvergenz:

1000 N o .
(a) an = —3n+2 @ do= (14 787)  (8) 90 = F (i) gn = V23 + 5.
3
(b) bn = HHmH () en=3"—1 (h) by =vn+1
4 3 _ 1 N o5 o— 1
(c) en = oy () o =g (@) in = 75
Losung:
(a) ap, = —3n + 2 divergiert bestimmt gegen —oo.
an+ T4 L
(b) by, = 47{;227?# = n;ﬁt“ divergiert bestimmt gegen +oo.
449,3 24+2+% .
(c) ¢ = 4n217§ +§i’§:14211 = AT %"_ i;i T konvergiert gegen 0.
(d) dn = (1+ 1 >1000 =1+ ! o[ 1T+ ! konvergiert gegen 1
S A S A Tn+1 Sieth sosen -

1000mal
en = 3" — 1 divergiert bestimmt gegen +oo.
fn= ﬁ konvergiert gegen 0.

_ 2741 2741 _ 1 .
In = 9m] = @rnE=D) — 21 konvergiert gegen 0.

)
)
)
h) h, = v/n + 1 divergiert bestimmt gegen +oo0.
) ip = \/% konvergiert gegen 0.

)

V23 + % konvergiert gegen 1 + 0 = 1 (siehe Grenzwert-Formeln unten).

P
—
.
S

I

Aufgabe G31 (Eigenschaften von Folgen)
Geben Sie jeweils ein Beispiel einer Folge (a,,), mit nachstehenden Eigenschaften:

(a) (an)n ist monoton steigend und besitzt den Grenzwert 2.
(b)
(c)
(d)

(an)n ist monoton fallend, es gilt 2 < a,, <5 fiir alle n € N, und sie besitzt den Grenzwert 2.
(an)n ist alternierend, beschrinkt und divergent.
(an)

an)n ist alternierend und konvergent.

Losung:

(a) ap =2— n}rl ist monoton steigend und besitzt Grenzwert 2.

(b) an, =2+ %H ist monoton fallend, es gilt 2 < a,, < 5 fiir alle n € N, und die Folge besitzt
den Grenzwert 2.

(¢) an = (—1)™ alterniert, ist beschrénkt, da a,, € [—1, 1] fiir alle n € N gilt, und ist divergent.

(d) a, = (jl)n alterniert und konvergiert gegen 0.
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Aufgabe G32 (Konvergenzuntersuchung II)
Untersuchen Sie nachstehende Folgen auf Konvergenz:

(a) ap=vVn?+7—n (b) by =V4n?+n—2n (c) cp =Vn?2+n—/n.

(Hinweis: Es ist a — b = aZI_zQ )
Losung:
— 2 _ o — (VnPHTn)(VnP4T4n) _ n247-n? 7 .
(@) an=vn*+7—n= T = Uit = JEiTen konvergiert gegen 0.
— A2 _ 9, _ (VA4n?24n—2n)(V4n?4+n+2n) _ 4n24n—4n? _ n _ 1
(b) bn - 4n +n 2n = VaAnZ+n+2n - VAn2+n+2n - VAn2+n+2n o \/4+l+2
konvergiert gegen }L.
— /2 _ _ (WnP4n—vn)(VrP4ntvn) _  nP4n-n n? _ n

divergiert bestimmt gegen +o0.

Hausiibung
Aufgabe H23 (Komplexe Polynome) (2 Punkte)
Es sei z € C eine Losung der Gleichung a,, 2" 4a,_12" ' +...4+a124+ag = 0 mit reellen Koeffizienten
ag, - - . ,an € R. Zeigen Sie, dass dann auch z Lésung der Gleichung ist.

Losung: Sei z € C eine Losung der Gleichung anz™ + apn_12""' + ... + a1z + ap = 0 mit
ag, - - -, an € R. Dann gilt:

anZ" + ap 12" 4+ . Az tay = apz®+an12""1+...+ a1z +ap
= apt +ap_12" 4+ @z + a0

ap2" + ap_12" 1+ ...+ a1z +ag

=0

= 0.

Damit ist auch z eine Losung der Gleichung.

Aufgabe H24 (Wurzeln komplexer Zahlen) (2 Punkte)
Bestimmen Sie alle Losungen der Gleichung z* + 817 = 0 unter Zuhilfenahme der Darstellung
z = re'¥. Skizzieren Sie Thre Losungen in der komplexen Zahlenebene.
Losung: 2% +81i =0« 2t = —81i = (rei¥)t = rletiv
:>r:3unde4w;—i:ei%”:>g01:%ﬂ, @ngﬂ', g03:1—817r, 4,042%#

3 T 11 ;15
= z1 = 3€'8™, 29 = 3e'87, 23 =3e'8 ", z4 = 3e*5 .



8. Ubung Mathematik I f. MB/MPE, WIMB, Mech und CE

Aufgabe H25 (Geraden und Kreise in der komplexen Zahlenebene) (4 Zusatz - Punkte)
Seien s,t € R und a € C mit aa — st > 0. Zeigen Sie, dass die Gleichung szZ 4+ az 4+ az =0

(a) fiir s =0 eine Gerade
(b) fiir s # 0 einen Kreis

in der komplexen Ebene beschreibt. Bestimmen Sie in (b) insbesondere Mittelpunkt und Radius
des Kreises.

Losung:

(a) Ist s = 0, so reduziert sich die Gleichung zu: az+ az = 0. Setze a := ay +iaz und z := x + iy,
a1, ag, x, y € R. Dann gilt

(a1 — ian)(z + i) + (a1 + iaz)(x — iy) = 2017 + 2a2y = 0,

und somit a1 + agy = 0, was die Gleichung einer Geraden ist.
(b) Ist s # 0, so gilt

s(z +iy) (@ — iy) + (a1 — iaz)(x + iy) + (a1 + a2)(x — iy) = s(z® + ) + 2412 + 22y = 0,

und somit 22 +y? + Q%x + ”%y = 0, was sich mit quadratischer Ergénzung zu der Kreisglei-
2 2
chung (z + )% + (y + 2)? = % erginzen lisst. Der Mittelpunkt des Kreises ist somit
/q2 2
M = (—%, —%2), sein Radius r = yVaitds

S

Aufgabe H26 (Konvergenzuntersuchung I) (4 Punkte)
Untersuchen Sie auf Konvergenz:

n3—10n? Vn! 22\"
(a) an=vVn+vV2n—yn (b) b, =12 (2n1f1)3+5 : 5@ (c) en = ( — %) ,reR.
Loésung;:

a) ap =vVn+vV2n—/n= (Vntvon—ym)(VntVantyn) _ _ntyon-n V2
(a) Vn++v2n Vn Vinv2n+/m Vet vn /1+\/§+1

konvergiert gegen %\/5

10 5
(b) b, = o025 Vil _ gt 1 AWk
" @n 1) 5430 T BRdfIaniendl 4P T Ry Gy L
konvergiert gegen % . é = é (siehe Grenzwert-Formeln unten).
= _ — — 2 _ 2z 1\—m5 1M~ 5
@ e=(1-8)"=(1475) =T 4B T =@+ H)"

z2

konvergiert gegen e~ 2 (sieche Grenzwert-Formeln unten).
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Aufgabe H27 (Konvergenzuntersuchung II) (4 Punkte)

Untersuchen Sie nachstehende Folge auf Monotonie und Konvergenz:

n

a — DY =
" 224 n o 2n2+n 202+ 202 +n 2% 4n
(Hinweis: Wie kann man die Summe 1+ 2+ 3 + --- + n in kompakter Form darstellen?)

s e 1 2 3 _ 1 _ 1 4D _ onl 14y
LOSLll’lg. an = 2n2+n+2n2+n+ 2n2+n+' ’ .+2n;l+n ~ 2n24n ZZ:l k= n2+n 2 - 4T;L+2 - 4+%
konvergiert gegen i.

: _ 1 n+1 1 n _ n42 +1 _ —2 B
Es ist Ap41 — Qp = mzkzlk—mzkzlk— 41;L’L+6 — 47;'1_,’_2 = {@n+6)(dn+2) < 0 fiir alle

n € N, somit ist die Folge streng monoton fallend.

Folgende Grenzwerte sollten Sie kennen:

Ya—1 Yn—1 (1+%)n:e

n

— 0 Zr—oo %—oo (a>1,kfest) &G —0 (0<a<l,kfest)

n
nk

a_
n!

. — e Stirlingsche Formel: n! ~ (2)" /2mn.




