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5. Ubung mit Lésungshinweisen

Wiederholungsaufgaben
Die Logarithmusfunktion

Fiir reelles a > 0, a # 1, ist der Logarithmus log, zur Basis a definiert als
log,z =y genau dann, wenn oY =z fiir z > 0.

Der Logarithmus zur Basis e = 2.71... heiflt natirlicher Logarithmus und wird mit In
bezeichnet.
Der Logarithmus zur Basis a = 10 heift dekadischer Logarithmus.

(W5) Berechnen Sie den Wert von z aus folgenden Gleichungen:
(i) logy 256 = 2 (i) log, 2 = —2
(W6) Skizzieren Sie die Funktionen
(i) Inz fiirz >0 (ii)) In|z| firzeR, x#0
(WT) Zeigen Sie
log, " =rlog,

und daraus folgend

1 1
log, z = 262 ;  insbesondere gilt also fiir b =e : log, z = ot .
log, a Ina



Gruppeniibungen
Aufgabe 16 (Determinanten) Berechnen Sie folgende Determinanten:
3 1 2
det <; g) , det (_22 _22> , det| 4 1 3
-1 15

Losuna: Es gilt:

1 3
det (2 5> = -1
2 =2
det (_2 2) =0
3 1 2
det| 4 1 3 = 7.
-1 1 5

Aufgabe 17 (Struktur Linearer Gleichungssysteme) Gegeben sei die Matrix

1 -1 0 3 4
11 2 3 7
A= 1 3 4 3 10
1 3 2 3 10

(i) Bestimmen Sie Rang und Kern von A. Verifizieren Sie hieran die Identitét

dimkern (A) + rang (4) = 5.

(ii) Betrachten Sie nun das inhomogene lineare Gleichungssystem
AZ=1b mith=(0,24,4)".

Verifizieren Sie, dafl Zs = (1,1,0,0,0)? eine spezielle Losung dieses inhomogenen Sys-
tems darstellt. Wie erhalten Sie mit ihr die vollstdndige Losungsmenge des Systems?

LosunaG: (i) Mit GauBalgorithmus formen wir das LGS um auf die Form

T1 Ty w3 w5 T4 |

1 -1 0 4 3|0
0 2 2 3 010
0 0 1 0 010
0 0 0 0 o0]o0.

An dieser Stelle merken wir an, das diese Form nicht eindeutig ist. Was allerdings eindeutig
ist, ist der Rang der Matrix. Diesen lesen wir ab: Es gibt 3 Pivotelemente, die nicht ver-

schwinden, also ist rang(A) = 3.
Wir kénnen 2 Variablen frei wéhlen, wir wahlen A := x5 und 2 - 4 := x4. Damit erhalten wir

den Losungsraum

ker(A) =

cocoocoao
+
>

o~ oo
+
=
o
>
=
m
=



Wir erkennen, der Kern ist zweidimensional, also dim(ker(A)) = 2. Damit stimmt in diesem
Beispiel die Rangformel

rang(A) + dim(ker(A)) = dim(V) = 5,
wobei in unserem Beispiel V = R? gilt.

(ii) Nachrechnen, da§ der Vektor eine spezielle Losung ist, ist leicht. Falls nicht, ist auch der
restliche Text unverstédndlich. Somit sparen wir uns das.
Hier ist nun nichts mehr zu tun. Wir kennen den Kern und wir kennen eine spezielle Lésung,
damit kennen wir alle Losungen, namlich

1 -3 11
1 0 3
L=Slol+x-]o|+u- 0], ApeR
0 1 0
0 0 —2

Aufgabe 18 (Vertauschbarkeit in Matrixprodukten) Zu der Matrix

12 3
A:(061)

finde man eine (3 x 2)-Matrix B, so daf gilt AB = E. Berechnen Sie schliellich das Produkt
BA und vergleichen Sie. Warum gilt (BA)? = (BA)?

LOSUNG: Wir setzen

und setzen dieses B in die Gleichung ein:

a b
10 12 3
(0 1> - A'B_<0 6 1)' ¢ d
e f
_ (a+2+3¢ b+2d+3f
- 6c+e 6d + f

Daraus lesen wir folgendes Lineares Gleichungssystem mit 4 Gleichungen und 6 Variablen ab:

a b c d e f‘

1020 3 01
01020 3|0
006 01 0|0
0006 0 1]|1.

Dieses LGS ist schon in einer schénen Form, Gauflalgorithmus ist nicht mehr notwendig. Da dieses
LGS unterbestimmt ist, kénnen wir e und f frei wihlen, aus Faulheit wéhlen wir e = f = 0. Damit
erhalten wir das LGS ‘

O O O R
OO = Ol
O = O NO
— O N Ol
ol o o =



Wir erhalten durch Ablesen und leichtes Auflésen von unten nach oben

1
d = =
6
c = 0
1
b = —=
3
a = 1
Somit ist
-
B:=(0 3}
6
0 0
eine Losung fiir das Problem.
Das Produkt (BA) ist
10 2%
01 ¢
00 O

Aus der Assoziativitit der Matrixmultiplikation erhalten wir fiir beliebige Matrizen A, B mit
A - B = FE die Identitét

(BA)> = BABA = B(AB)A = BEA = BA.

Dies ist kein Zufall, sondern algebraisch vorgegeben. Solche Matrizen heiflen auch idempotent.



Haustibungen

Aufgabe H13 (4 Punkte) Berechnung von Determinanten
Sei t € R eine beliebige reelle Zahl. Berechnen Sie folgende Determinanten:

1 21 1 1
e 111 1 2 2 In(In(In(v2))) 2
dor (Gt o) e (12 2] aefies s e
1 2 3 12 3 4 4
I 2 e° 4 5

LOsuNG: Fiir 2 x 2 und 3 x 3 Matrizen nutzen wir die Formeln aus dem Skript zur Berechnung

der Determinanten: ( (
cos(t) —sin(t)\ 2, 2
det <sin(t cos(t) ) = cos(t)* +sin“(t) = 1,

)
111
det |1 2 2| =6+2+2-4-3-2=1
12 3

Bei der 5 x 5 Matrix sehen wir, da die zweite Spalte das Doppelte der ersten Spalte ist. Fiir
die Berechnung der Determinante der dritten Matrix nutzen wir die Bemerkung aus dem Skript.
Addieren wir das —%-fache der zweiten Spalte zur ersten Spalte, erhalten wir die Matrix

02 1 1 1
0 2 2 In(ln(ln(~2))) 2
02 3 3 4242
02 3 4 4
0 2 e 4 5

Nach der Bemerkung im Skript, hat diese Matrix sowohl die gleiche Determinante, wie die Aus-
gangsmatrix, als auch Determinante 0, da die erste Spalte nur aus Nullen besteht. Somit folgern

wir sofort
1 2 1 1 1
1 2 2 In(ln(In(v2)) 2
det|1 2 3 3 4242 | =0.
1 2 3 4 4
1 2 e 4 5

Aufgabe H14 (4 Punkte) Ldsbarkeit linearer Gleichungssysteme und Determinanten
Gegeben seien die Daten

2 4 8 12
A=[-1 1 =1, 5=1{o0
a o o 12

mit einem reellen Parameter o € R.

(i) Entscheiden Sie unter Berechnung der Determinante det(A), fiir welche Zahlen a € R
das lineare Gleichungssysteme A7 = b eindeutig losbar ist.
Es ist dabei nicht notig, die Losungen explizit auszurechnen.



12 0
(ii) Betrachten wir fiir « = 2 ein spezielleres Problem Ay = | 0 | mit ¥ = | y2 |, es sind
12 Y3
also nur Losungen des allgemeinen LGS interessant mit y; = 0.
Begriinden Sie, daf} dieses spezielle LGS eindeutig losbar ist, obwohl det(A) = 0 ist. Es
st dabei wieder nicht nétig, die Lisungen explizit auszurechnen. Es ist aber natiirlich
auch nicht falsch, das LGS zu losen.

LOosuNG: (i) Mit Hilfe der Regel von Sarrus erhalten wir det(A) = 6a® — 6a% — 12a = 6a(a +
1)(ov — 2). Somit ist fiir alle v ¢ {—1,0,2} das LGS eindeutig l6sbar.

(ii) Fiir a = 2 ist die erste Zeile identisch mit der dritten Zeile. Somit haben wir im allgemeinen
LGS mit 2 Gleichungen und 3 Unbekannten, in welchem wir mindestens eine Variable frei
wéhlen kénnen, sofern das LGS 16sbar ist. Wir probieren und wéhlen 1 = 0, somit erhalten
wir unser spezielles LGS. Dieses reduziert sich auf das Problem

(3)() - ()

Diese Matrix hat Determinante 12, also ist dieses LGS eindeutig 16sbar mit Losung | xo
T3

Wir wihlen yo = 2 und y3 = x3. Damit ist dieses LGS also eindeutig lsbar.

Natiirlich kann mans auch aus-X-en, das mach ich aber nicht!

Aufgabe H15 (4 Punkte) Vertauschbarkeit in Matrizprodukten

Zu der Matrix
10
1= (5 3)

finde man die Menge aller (2 x 2)-Matrizen B, so dass gilt AB = BA.

Hinweis: Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem AB — BA = (0 0) in den unbe-

00
kannten Elementen von B.

LOsuNG: Wir betrachten eine allgemeine 2 x 2 Matrix
a b
5= (0 )
und bringen die die gewiinschte Gleichheit in die Form einer linearen Gleichung:
0 0 1 0 a b a b 1 0
<0 0) - AB_BA_(Q 3>'<c d>_<c d>'<2 3)
_ —2b —2b
- 20 +2c—2d 2b )’
Wir erhalten die 4 linearen Gleichungen
—2b =
—2b

2a + 2¢ — 2d
26 =

I
o o o o

Damit erhalten wir b = 0 und d = a + ¢, wobei a,b € R frei wéihlbar sind. Die Menge aller mit A
kommutierenden Matrizen ist also

a 0
{(c a—l—c)’ a,cER}.



