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2. Ubung mit Lésungshinweisen

Wiederholungsaufgaben

(W1) Winkel in Gradmaf und Bogenmajs
Vervollstindigen Sie folgende Tabelle:

7r T 3m 3T
S o
a® || 0° | 45° | 90° | 135° 180° | 270° | 360°

Zeichnen Sie die jeweiligen Winkel am Einheitskreis ein.
(W2) Sinus- und Kosinusfunktion

(i) Skizzieren Sie die Funktionen sin und cos jeweils im Intervall x € [—2m, 27].
Benennen Sie anhand Threr Grafik die Nullstellen sowie Hoch- und Tiefpunkte
der Funktionen.

(ii) Vervollstandigen Sie folgende Tabelle:

a H cos() ‘ sin(a)
1 1

o | ZVvZ | V0
0 2 2

30° L 3 ! 1
2 2

45° L 2 L 2
2 2

60° L 1 L 3
2 2
1 1

°ll =v0 | V4
90 5 5




Gruppeniibungen

Aufgabe 5 Rechnen mit Vektoren I
(i) Gegeben seien die Ortsvektoren 7 = (2, —3,1)", = (1,0,—2)" und z = (0,2, —1).

Berechnen Sie
3¢, T+y, ¥—27, 3¥r—2+7.

(i) Berechnen Sie die Linge der Ortsvektoren ¥ = (8, —2,4) und ¢ = (5,4, —6).

Losuna: (i)

6
37 = -9
3
3
ity = -3
1
p
727 = |-7
37 -2+7 = | -7
6
(i)
17 = V84
gl = V77

Aufgabe 6 Rechnen mit Vektoren 11

(i) Gegeben seien die beiden Vektoren € und f. welche die Diagonalen eines Parallelo-
gramms bilden. Wie berechnen sich die Seitenvektoren dieses Parallelogramms aus €
und f7

(i) Verifizieren Sie nun ihre Resultate am Beispiel des Parallelogramms mit
e=4,2)", f=(1,27

und Mittelpunkt im Koordinatenursprung (0,0)7. Was sind also die Koordinaten der
vier Eckpunkte des Parallelogramms? Berechnen Sie auflerdem die Lénge seiner Seiten.

Losung: (i) Sind €=a + b und f =b— @ die Diagonalen des Parallelogramms, welches von @
und b erzeugt wird, so folgt mittels leichtem Umstellen
S S P » 1/, 2
a:f<e—f>, und b:§<e—|—f>.

Zum Verstndnis kann es hilfreich sein, sich das Parallelogram mit den Diagonalen zu skiz-
zieren.

(ii) Siehe Scan.

Aufgabe 7 Orthogonale Zerlegung



(i) Es sei @ € R3\ {0} ein fest gewéhlter Vektor.
Begriinden Sie, dass sich jeder beliebige Vektor # € R? in der Form

U= U+ W,
schreiben lasst, wobei ¢ parallel zu @ und w senkrecht zu @ ist.

Hinweis: Gesucht sind also ¥ und @ in Abhéngigkeit von « und a.

(ii) Bestimmen Sie nun speziell ¥ und , falls
i=(1,2,-D)", a=(2,01)7.

LOsuNnG: (i) Angenommen, es 18t sich @ = ¥+ schreiben, so daf & orthogonal zu @ ist. Dann
gilt

<ﬁ7 d> = <177
= <'l77
Da wir angenommen haben, v = Ad, so folgt
(@, @) = (7,a) = (AG, @) = A Jd]*.
Also erhalten wir o
(u, @)
—n2
llall
Insbesondere ist A = (i, @), wenn @ ein Vektor mit Lénge 1 war.

Nun erhalten wir o o
PR (ﬁ— Wf?a) .
all all

Offensichtlich ist dies eine Zerlegung in der gewiinschten Form, wir nennen nun

A=

7= <“;a2>a

]

und I

@ = <a— <“f‘2>a> .
llall
(ii) Wir rechnen:
L (2 1 e
(d)y=2—-1=1, |a|=v5 d==(0]+|[2]-=(0]],

> \1 1) °\u

O =



Hausiibungen

Aufgabe H4 (4 Punkte) Geraden in der Ebene und im Raum
Stellen Sie jeweils die Gleichung der Geraden in Parameterform auf, die durch die Punkte
P und @ geht. Bestimmen Sie in Aufgabenteil (i) auch eine implizite Darstellung.

(1) P = (57 _4)T7 Q = (97 _6)T
(i) P=(2,35)", @=(3,577"
(iii) P =¢€1 +bey —é3, Q = 1261 — 6€3, wobei b € R eine beliebige Zahl sei.

rasae(3)-(3)- (4
PN ATSTEA N

Ein Vektor 7 € R? ist genau dann normal auf g, wenn gilt:

Losunag: (i) Es gilt

Somit erhalten wir

0:<mP@>:@n—2m.

Eine nicht triviale Lsung dieser Gleichung ist z. B. der Vektor

ﬁ—@.
s = w0 ={(5). () e ((4).())

— 5—84AX-0
= -3

Wir erhalten

Also ist
x1 + 229 = —3

die implizite Darstellung der Geraden.

(ii) Wir rechnen

Es folgt

(iii) Wir erhalten

12e1 — e1 — beg + e3 — Geg

(-6-0-0¢
3



1 11
g:Z=1b | +X-|-b], AeR.
-1 -5

Aufgabe H5 (4 Punkte) Skalar- und Vektorprodukt I

(a) Es seien Z, 7 € R? zwei beliebige Vektoren. Beweisen Sie, dass fiir das Vektorprodukt
immer gilt:

X

B =0 (5.7 % ).
(b) Berechnen Sie jeweils (Z, ) bzw. || x y]| fiir

(i) 171 = 3, 9]l = 5, £(7, 9) = 30°

(i) [[7]] = 3, 9]l = 5, £(7,9) = 60°

(@, %

LOSUNG: (a) Sind 7,4 € R3 beliebig, so gilt:

X1 €T2Y3 — X3Y2
(Z,7x7) = T2 |, | T3Yy1 — x1Y3
€3 T1Y2 — T2Y1

z1(x2ys — x3y2) + x2(z3y1 — T1y3) + z3(x1Y2 — T2y1)
= T1T2Y3 — T1X3Y2 + T2X3Y1 — T1T2Y3 + T1T3Y2 — T2X3Y1
= 0.

Aus

8

<f,f)<]j>:<f,—g7><f>:—< 7ng>

folgt mit vertauschten Rollen von # und %:
(U, Zxy) =—(y,y x &) =0.

(b) Wir verwenden die Formeln aus dem Skript und erhalten:

(i)

. ol i o 153
(@, 9) = [|Z]| - |g]] - cos(30%) = —

S O O £
1Z > gl = 2] - 7]l - sin(30°) = =

(i)

. D o 15

(@, 9) = 12| - [|g]] - cos(60°) = >
Lo e e oy 15V/3
12 gl = |Z]| - [|7] - sin(60%) = ——.

Aufgabe H6 (4 Punkte) Skalar- und Vektorprodukt I1

(i) Berechnen Sie die Seitenléngen und Winkel des ebenen Dreiecks mit den Eckpunkten

T T T
A (52 o (L1TY' o (%5
37 3 33 37 3

und fertigen Sie eine Skizze an.



(ii) Identifizieren wir die Ebene mit der x-y-Ebene im R?, so erhalten wir Punkte

. 5 2 \' . 17 \" . 4 5 \7T
A=(2.-2Z0 B=(-=.-.0 C=(-=-20]) .
(37 37) b) (3737) b (37 37>

Berechnen Sie den Fldcheninhalt dieses Dreiecks unter Verwendung des Vektorpro-
dukts. Was wissen Sie nun iiber den Flidcheninhalt des Dreiecks in (i)?

(iii) Berechnen Sie das Volumen des von den Vektoren
== ==
AB, AC, Z=(1,1,2)"
aufgespannten Spats.

LOSUNG: (i) Die Bezeichnungen sind intuitiv, es bezeichnet z. B. ¢ die dem Punkt C' gegeniiber
liegende Seite. Néheres siehe Scan, dieser ist aber nicht wirklich nétig.

a = B_C'Hzm

b— Ab“:\/ﬁ

c= ffBH =13
Fiir die Winkel verwenden wir die Formel aus dem Skript und erhalten
(4B, AC)
V130

cos(a) =
|

(BC,BA) g
[ [5] ~ Ve
(cacB)y
w0 e~ vim

cos(f) =

Somit folgt
a =~ T5°%, 3 ~ 48° v = 58°.

(ii) Der Flacheninhalt des Dreiecks ist die Hélfte des Flidcheninhaltes F' des Parallelogramms,

== ==
welches von C'A und CB aufgespannt wird. Dafiir haben wir die Formel

F = HCA X C’BH
= CA C - sin(7y)
~ 5, 2
(iii) Fiir das Volumen V' des Spats gilt:
== ==
V= ‘<AB,AC><Z> =|—-4-18 =22.




