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1. Ubung mit Losungshinweisen

Aufgabe 1 Gegeben seien folgende komplexe Zahlen
21:3+42, 22:—2+i7 23:7—i.

a) Bestimmen Sie Real- und Imaginérteil von zy, 2o, 23.

b) Berechnen Sie z1 + z3, 21 — 22, 2122, 2 und |z1| und geben Sie diese Zahlen in der Form
a + bi an.

c) Skizzieren Sie die Zahlen 21, 29, z3 und die in b) berechneten Zahlen in der gaufischen
Zahlenebene.

LosunG: a) Es sind Re(z1) = 3, Im(z1) = 4, Re(z2) = —2, Im(22) = 1, Re(z3) = 7 und

Im(z3) = —1.
b) Es gilt

g = z1+z2z3 = (B4+4)+(7—19) = 10+ 3¢

Cor = Z1— 29 = (3+4i)—(—2+i) = 5+3i

5 = 1z (3+4i)(-2+17) = —6+3i—8—4 = —10-5i

2 3+ 4i (34 40)(—2 —4)

C = —_— = =

! 2 2+ (—2+14)(—=2—1)
. —6-3i—8i+4 2 11
- 441 - 5 5"

cs = |Zl‘ = |3—|—4Z‘ = v/ 32—1—42 = 5
(c) Siehe Scan.

Aufgabe 2 Fiir eine komplexe Zahl C> z=a+¢-bmit a,b e R heilt Z:=a—i-b € C
die zu z konjugierte Zahl.

(a) Beweisen Sie, dass fiir 21, 29 € C die Regel 21 + 20 = 77 + %3 gilt.
(b) Beweisen Sie, dass fiir z1, 2z € C die Regel z1 - 23 = 77 - 23 gilt.

(c) Beweisen Sie mit vollstdndiger Induktion folgende Aussage: Fiir alle natiirlichen Zahlen
n € N gilt fiir jede Wahl zq, 29, ..., 2, € C die Regel

(d) Zeigen Sie, daB fiir jede Zahl z € C die Identitit z = z gilt.



(e) Beschreiben Sie die Wirkung der komplexen Konjugation geometrisch in der gauischen
Zahlenebene.

LoOsunG: Im folgenden sind z; = ay 4 b1i) und 2o = ag + bai, beliebige komplexe Zahlen, wobei
ay,az,by,b2 € R.

(a)

21+ 22 = ap+bii+ax+ bt
= (a1 +az2)+ (b1 +b2)i
= a1+ ag — byt — byt
= (a1 — b1i) + (ag — bai)

= z1+ 2.

Z1 22 = ai1-az—by-ba+ (a1-ba+az-by)i

= CL1~a2—b1'bg—(al'bg—{—ag-bl)i.
Analog erhalten wir

Zi-zm = (a1 —bi-i) a2 —by-i)
= a1'ag—bl-bg—ag-bl-i—al-bg-i

= a1-ag—bl-bg—(al-bg—l—ag-bl)i.
Damit stimmen beide Seiten iiberein und es folgt die Behauptung.

(c) Wir wollen fiir jedes n € N die Behauptung

A(n) : H 2 = H@
k=1 k=1

ol
=
I

N

= =

[y

zeigen. Dazu verwenden wir das Verfahren der vollstdndigen Induktion.
(IA) In Aufgabenteil (b) haben wir A(2) gezeigt. A(1) ist offensichtlich wahr, da [[,_; zx = 21
(IS) Es sei A(n) wahr fir n > 2. Dann erhalten wir
n+1
k=1
Zk) * Zn41
1
( Zk) * Zn41
k=1
+
5.
=1

gilt.
k) * Zn+1
-
) n
A

(d)

1=a1 —bit=a1+ b1z = 1.

(e) Die komplexe Konjugation spiegelt an der reellen Zahlenebene.



Aufgabe 3 Beweisen Sie fiir alle n € N mit vollstdndiger Induktion

=~ , nn+1)2n+1)
T

LOsuNnG: Behauptung: Fiir alle n € N gilt

- nn+1)(2n+1)
k= :
2 G

Beweis: Wir beweisen die Aussage mit vollstandiger Induktion.
Induktionsanfang (n = 1):

Fir n =1 ist Ellc:]_ k% = 1 auf der linken Seite. Fiir die rechte Seite der Gleichung erhalten wir

1(141)(2-141) _ 1.2:3
6 -~ 6

Induktionsannahme: Wir nehmen an, dass die Behauptung fiir ein n € N gilt.

= 1. Also ist die Behauptung fiir n = 1 richtig.

Induktionsschritt: Wir zeigen die Behauptung fiir n+1 unter Verwendung der Induktionsannahme.
Zu zeigen ist

Sk = (n+ D+ +1)+1) _ (n+1)(n+2)(2n+3)
k=1 6 6
Tatséachlich gilt
n+1 n
R =) K+ (n+1)? =Tnd.ann. n(n + 1)6(2n +1 + (n 4 1)?
k=1 k=1
_n(n+1)@n+1)+6(n+1)% (n+ 1)(n(2n + 1) + 6(n + 1))
6 6
_(n+1)@n’+n+6n+6) (n+1)(n+2)(2n + 3)
6 6 :

Also ist die Behauptung mit vollstédndiger Induktion bewiesen.

Aufgabe 4

(a) Bestimmen Sie jeweils alle z € R, so dass folgende Ungleichungen bzw. Gleichungen
erfiillt sind:

r—4 3r—1 1
<0 +3 2) —— =-— 4.
2_9— ) x:# ) () (x-—ZQQ 2717#

(1)

T

(b) Bestimmen Sie
100 101

s=> K2+ [15—(m—1)"].

LOsUNG: (a) (1) Fall 1: 22—9 > 0, d.h. |z| > 3. Wir erhalten folgende Aquivalenzumformungen:

r—4
2 -9

<0 & 2—4<0 & x<A4.

Die letzte Ungleichung ist mit der Voraussetzung |z| > 3 genau dann erfiillt, wenn = € {z €
R:2z < —3 oder 3 <z <4}.

Fall 2: 22 — 9 < 0, d.h. |z| < 3. Wir erhalten

r—4
2 -9

<0 & z2>4.



Kein = € R erfiillt die letzte Ungleichung und die Voraussetzung |z| < 3.
Insgesamt ist die Losungsmenge {z € R:3 < x <4 oder z < —3}.
(2) Fir x € R\ {4} erhalten wir

3z —1 1

(x—4)2 2
& 22— 14r+18=0.

Die p-g-Formel liefert die beiden Lésungen
1‘172 =7+ A% 31.

(b) Es gilt:

100 101 100 100 100

s=> K243 15— (m - )T S K24 75 142 = 3 75 = 7500,
k=1 m=2 k=1 =1 =1

Hausiibungen

Aufgabe H1 Gegeben seien die folgenden komplexen Zahlen
21:1—1—?:, 22:—1+2i.

(a) Berechnen Sie z; + 29, 2129, j—j und z—; und geben Sie diese Zahlen in der Form a + bi
an.

(b) Skizzieren Sie z; und z,, sowie die berechneten komplexen Zahlen in der Zahlenebene.

LosuNaG: (a)

g = 21 +2z22=3
Cy = 2122:—3+i
m ((1+201-4) 1 3
@ = LT 2 =3ty
21 (1+i)(—1—2i) 1 3.
C4 = — = == —=1
29 5 5 5

Aufgabe H2 Zeigen Sie mit Hilfe vollstandiger Induktion, dass

ﬁ Ly _n+tl
k2)  2n

k=2

fiir alle n € N gilt.

LOsuNG: Fr n =1 ist die Aussage offensichtlich wahr, da das linke Produkt per Definition 1 ist.
Die rechte Seite ist fiir n = 1 ebenfalls 1. Weiter fithren wir vollstdndige Induktion fiir die Fille
n > 1 durch.

Induktionsanfang (n=2): Hi:Q (1- ;—2) =1-3= % = % Also ist die Aussage fiir n = 2 richtig.

Induktionsschritt: Sei die Vermutung fiir ein n > 2 bewiesen (Induktionsannahme), dann gilt sie

auch fiir n 4+ 1, denn
Tﬁl L) _ ontlf, 1
k2) 2n (n+1)2

k=2
(n+1)2-1
2n(n+1)
n+2
2(n+1)




Damit ist die Behauptung mit vollstdndiger Induktion bewiesen.
Alternativ hitten wir die vollstindige Induktion bei n = 1 anfangen lassen kénnen, der Indukti-
onsschritt von oben funktioniert in diesem Fall auch.

Aufgabe H3

(a) Bestimmen Sie jeweils alle = € R, so dass folgende Ungleichungen erfiillt sind:

(1) |z—=5|+x<T, (2) |z =5 < |x+5

(b) Sei n € N. Bestimmen Sie den Wert (in Abhéngigkeit von n) von

2n+2
m— 2

2n
2
=, et 2 o

k=n+1

m=n+3

LosunG: (a) (1) Fall 1:  —5 >0, d.h. z > 5. Es gilt:

T 0

Fall 2: x — 5 < 0. Dann gilt:

=
=

|z —5|+a <7
r—54+x<7
T < 6.

|t —5|+2 <7
—r+5+x <7
5T,

Insgesamt erhalten wir, dass fiir € R die Ungleichung genau dann erfillt ist, falls « < 6.

(2) Wir betrachten 3 Fille: Erster Fall: x > 5. Dann gilt |z 45| = z+5 und |z — 5| = « — 5.

Also erhalten wir

|z —5] < |z+5]
Srx—5 < z+4+5
<0 < 10

Dies ist eine wahre Aussage, also erfiillen alle x > 5 die Ungleichung.
Zweiter Fall: —5 < x < 5. Hier gilt |z + 5| =z + 5 und |z — 5| = 5 — z. Also erhalten wir

|lr —5] < |x+5]

Sh—x < x+5
<0 < 2
<0 < oz

Dies gilt fiir alle 0 < x < 5, also erfiillen diese Zahlen ebenfalls die Ungleichung.

Dritter Fall: x < —5. Dann gilt |z + 5| =

—z —5und |z — 5| =5 — z. Also erhalten wir

lx—5] < |z+5|
SH—ax < —x-—5
<0 < —10.

Dies ist eine falsche Aussage, also erfiillt keine Zahl z < —5 die Ungleichung.
Zusammengefafit erfiillen alle Elemente der Menge

{r eR:2>0} =10,00[=[0,00)

die Ungleichung (2).






