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Hinweis: Die Aufgaben der heutigen Ubung sind Beispiele fiir Aufgaben, die Teil einer Klausur zur
Veranstaltung sein kénnten. Es wird empfohlen, einige der Aufgaben zur Klausurvorbereitung unter
Klausurbedingungen zu 16sen. (Der Umfang der Klausur wird geringer sein, als der Gesamtumfang
aller Aufgaben auf diesem Blatt.)

Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Vollstandige Induktion)
Beweisen Sie die folgende Ungleichung mittels vollstdndiger Induktion:

an <+vVn+1, neN,

wobei a1 = 1, apy1 :=/(n+1) + ay,.

Losungshinweise:

Induktionsanfang (n = 1):v/1 < /1 + 1.

Induktionsannahme: Die Behauptung gelte fiir n € N.

Induktionsschritt n — n + 1: Wir miissen zeigen, dass a,+1 < v/n+ 1+ 1 und berechnen

an+1=\/(n+1)+anlg\/(n+1)+\/ﬁ+1.

Jetzt beweisen wir die Ungleichung

\/(n+1)+\/ﬁ+1<\/n+1+1. (1)

1) & n+)+vn+l<n+1)+2vn+1+1 & Vn<2vVn+1
< n<dn+1) & n<dn+4 & 0<3n+1.

Damit ist die Ungleichung (1) bewiesen und es folgt, dass an+1 < vVn+ 1+ 1 und damit die
Behauptung. O

Aufgabe G2 (Stetige Fortsetzbarkeit)
Gegeben sei D = R\ {2} und die Funktion f: D — R durch

4 — 22
3-Va2+5

Ist f stetig? Untersuchen Sie, ob die Funktion f sich zu einer stetigen Funktion f auf ganz R
fortsetzen lasst. Geben Sie gegebenenfalls die Funktion f an.

fz) =
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Losungshinweise: Fiir x| # 2 ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig. Wir untersuchen
nun das Verhalten der Funktion in den Punkten x = +2:

Moglichkeit 1 (empfohlen): Sei z € D = R\ {£2}. Dann gilt

4—-22 (4-2H)(3+Va2+5)

_ _3 215,
3-ViZ+5 9— (2 +5) T VIt

Daraus folgt, dass
. 4 — 22
lim ———=6.

=23 22+ 5

Also konnen wir die Funktion f in x = 42 stetig fortsetzen mit

fl@) =3+ Va2 +5.

Moéglichkeit 2: Wir wollen die Regel von de 'Hospital anwenden, um lim,_, 1o f(z) zu bestimmen.
Seien D; = (a1,by), Do = (az,by) so gewihlt, dass 2 € Dy und —2 € Ds. Seien g(x) = 4 — 22 und
h(z) =3 — V2?2 + 5. Dann ist f(z) = %. Zuerst iiberpriifen wir die Vorraussetzungen fiir f(x)
auf Dy bzw. Dy:

e ¢, h sind differenzierbar.

o lim, ,4o9(x)=4—-4=0=3—+/4+5=Ilim,_19h(z).

o N(x)= \/ﬁ # 0 fiir z # 0, also Dy = (0,b1) und Dy = (ag, 0).
[ ]
/
lim g/(a:) =1 2Tx =6,
z—+2 A (a;) r—32 Vo255

Also existiert der Grenzwert lim,_. 49 %.

Wir koénnen also die Regel von de I’Hospital anwenden und bekommen

. Coeogle) L g(x)
A, 10 = 0, ey =B by

Somit kénnen wir die Funktion f in x = £2 stetig fortsetzen.

4—z?
fa) = Fvams T S
6, r =22

Aufgabe G3 (Extrema)

Bestimmen Sie die lokalen und globalen Extrema der Funktion f :]0,1[— R, f(x) = = - In(z).
Loésungshinweise: Zunichst bestimmen wir alle kritschen Punkte von f, dass heifft alle x mit

f'(z) = 0. Die erste Ableitung der Funktion berechnet sich zu

fl(x)=1-In(z) +2- é =In(z) + 1.

Setzt man diese gleich 0, um die Extrema zu bestimmten ergibt sich:
In(z) +1=0&In(z)= -1 z=c'~0,3T.

Durch Bestimmen der 2. Ableitung iiberpriifen wir nun (Satz I11.2.8), ob dort ein Minimum oder
Maximum vorliegt:

fa) =1
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Einsetzen von e~ ! ergibt:
1
(=)=

e

=e>0.

@ I=| =

Somit hat die Funktion an der Stelle e~! ein lokales Minimum.

Da f’ stetig ist und keine weiteren Nullstellen hat, folgt daraus f’(z) < 0 (alternativ kann dies
auch direkt iiberpriift werden) fiir x < 1/e und f ist nach Satz I11.2.5 in diesem Bereich streng
monoton fallend und analog fiir > 1/e streng monoton steigend. Somit folgt, dass 1/e lokales
und globales Minimum von f ist und das f keine lokalen oder globalen Maxima hat. O

Aufgabe G4 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
(a) Was besagt der Mittelwertsatz der Differentialrechnung?

(b) Zeigen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes, dass fir a,b € R, a < b gilt:

e’ — et < el(b—a).

Loésungshinweise:
(a) Sei D = [a,b] mit @ < bund f: D — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann existiert
. : _ f0)-f(a)
ein ¢ € (a,b) mit f'(x) = =5=-"".
(b) Sei D = [a,b] und f(z) = €*. Dann ist f stetig und differenzierbar auf D und wir kénnen wir

Mittelwertsatz anwenden. Wir erhalten, dass es ein ¢ € (a,b) gibt, so dass

b a
€ —c b a c

e’ = & e’ —e* =¢€f(b—a).
— ( )

Da e* eine wachsende Funktion ist, kriegen wir

e’ —et =e(b—a) < e(b—a).

Aufgabe G5 (Integration)
(a) Berechnen Sie das folgende Integral durch Substitution:

24 1
/ 1 @
12 V2r+1-3
Hinweis: Substituieren Sie v := 2z +1— 3

(b) Berechnen Sie das folgende Integral mittels partieller Integration:

/1 " sin (In(x))dz

Losungshinweise:

(a) Sei u :=+/2x+1— 3. Dann ist x = g(u) = % Mit ¢'(u) = u+ 3 und g7 '(z) = u =
V2x + 1 — 3 ergibt sich das Integral mit der Substitutionsregel (Satz IV.2.3) zu

= Jpe— = [ L@y
7dx:/ -gudu:/—-u+3du
12 V2r+1-3 g-1(12) v/29(u)+1-3 2 U
4 4
:/ 1du+/ §alu:[u]%—k[i%-ln(u)]‘z1
2 2 U

=4-243-In(4)-3-In(2) =2+3-In(4) —3-In(2) =2+ 31In2.
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(b) Wir benutzen partielle Integration (Satz IV.2.1) mit g(z) = sin (In(x)) und f(z)

= z also
f'(z) = 1 und danach nochmals partielle Integration mit g(x) = cos (In(z)) und f(z) =

X

3 e
/ sin (In(x))dz = [sin(In(z)) - z]§ — / x - cos (In(z)) - éda:
1 1
= [sin(In(z)) - z§ —/1 cos (In(x)) - 1dx
= [sin(In(z)) - z]{ — <[cos(ln(x)) ~xlf — /16:17 - (—sin (In(x))) - édw)
= [sin(In(z)) - z|{ — [cos(In(z)) - 2] — /16 sin (In(x))dx .

Es ergibt sich also

2. /16 sin (In(z)) dx = [sin(In(z)) - z]{ — [cos(In(z)) - z]{

¢ . 1 : e 1 e
& /1 sin (In(z)) de = 3 [sin(In(x)) - z|§ — 5 [cos(In(z)) - z]§
1 .. ) 1
=3 [sin(1) - e —sin(0) - 1] — 3 [cos(1) - e — cos(0) - 1]
1 1
=3 [sin(1) - e] — 5 [cos(1) - e — 1]

Aufgabe G6 (Konvergenz von Reihen)
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz sowie absolute Konvergenz:

Zosinn = (n!)? = n?
> aar X
2 ) ' 9 *
= n ot (2n)! =2n+1
Losungshinweise: Da ‘%! < # und Y 7, # konvergiert, konvergiert die erste Reihe nach
dem Majorantenkriterium (sogar absolut).
ba ((n+1)1)?
n+1)!
CodDl|_ (41?1

(n!)?2

o 2n+2)2n+1) 4

fiir n — oo, konvergiert die zweite Reihe nach dem Quotientenkriterium (sogar absolut).

Da n? > 2n + 1 fiir n > 3 (vergl. Ubung 1) ist a,, = % keine Nullfolge. Folglich ist die letzte
Reihe divergent.

Aufgabe G7 (Funktionenfolgen)
Fiir jedes n € N sei die Funktion f, : [0,1] — R durch die Zuordnungsvorschrift

1—n, fallsze (0,+
falz) = _( n) 1

1, falls x = 0 oder x € [Ev 1]
definiert.

(a) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (fy,)nen punktweise konvergiert und berechnen Sie die
Grenzfunktion f.
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(b) Berechnen Sie
1

1
/ f(x)dx und nh—{go fn(x)dx.
0

0
(c) Konvergiert (fy,)nen auch gleichméfig gegen f7

Losungshinweise:
(a) Zum Nachweis der punktweisen Konvergenz der Funktionenfolge unterscheiden wir drei Falle:
z = 0: In diesem Fall gilt
fn(0) =1 fir alle n € N

und wir erhalten

lim f,(0) = 1 = f(0).

z = 1: Wie im vorigen Fall ist
fa(l)=1 fiir allen € N

und es gilt
lim fu(1) =1 = f(1).

x € (0,1): Sei € > 0 beliebig gewahlt. Fiir ein fest vorgegebenes x € (0,1) wihlen wir ein N € N
mit

A

x.

2l

Dies bedeutet, dass

S|
IN

<z

2l

fiir alle n € N mit n > N gilt und dass somit wegen
falz) =1
fiir alle n > N die Abschétzung
[fn(z) = fl)| =1 -1 =0<e
folgt.

Damit haben wir gezeigt, dass die Funktionenfolge auf [0, 1] punktweise gegen die Grenzfunk-

tion f(z) =1 konvergiert.
(b) Wir erhalten
1 1
/f(m)da: = /1dx =1
0

0
und
1 s—a 1
LR 1
/fn(:n)dx:lim 1—ndm+/1d:p:]jm(1_n).[$]; +1—=
a—0 a—0 n
0 a 1
1 1 1 1
:lim(l—n)'<——a—a>+1——:(1_n)._+1__:0_
a—0 n n n n
sowie

1
lim [ fu(z)dz = lim 0=0.

n—oo n—oo

0
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(c) Moglichkeit 1: (Vergleiche Beweis von Satz VI.1.18) Wenn die Funktionenfolge (fy,)nen auf
[0, 1] gleichmé&fig gegen die Grenzfunktion f konvergieren wiirde, so gébe es fiir alle € > 0 ein
N € N mit ||f, — gl|lco < € fiir alle n > N Daraus ergibt sich

/01 fn(z)dx — /01 f(z)dx

fiir alle n > N, das heifst

1
< / ful@) — F(@)] dz < ||f — glloe =
0

1 1
lim [ fo(x)de = [ f(x)dx
o]

miisste erfiillt sein. Da hier jedoch

1

1
lim fn(a:)dx:O#lz/f(a:)dx
0

n—oo 0

gilt, kann die Funktionenfolge auf [0, 1] nicht gleichméfig gegen f konvergieren. U
Moglichkeit 2: Es gilt

n, fallsz € (0,1)
0, fallsxz=0oder z € [%, 1]

)

|[fulz) = f(2)] = {

und somit ist || f, — fllec = n > 1 fiir alle n € N. Insbesondere konvergiert (fy)nen nicht im
Sinne der Supermumsnorm gegen f, konvergiert also nicht gleichméfig. O



