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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Potenzreihen und Konvergenzradius)
(a) Berechnen Sie die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen fiir z € R:

() T 20,
(it) 2252 fa (= 1)°"
Hinweis: Verwenden Sie bei (ii) eine geeignete Substitution.

(b) Berechnen Sie den Konvergenzradius folgender Potenzreihe in Abhéngigkeit von a € R:
oo
2
S,
n=0

Lésungshinweise:

(a) (i) Zunichst beobachten wir, dass gilt > 00 | L(22)" = 3°°°, £z Wir benutzen das Quo-
tientenkriterium fiir Potenzreihen (Satz VI.2.4):

) n+ 1)2" n+1 1
(pa1 n- 2"Jrl on 2’
und damit
n+1 1 1
lim C— ==
n—oo n 2 2

Der Konvergenzradius ist also p = %

o0
(ii) Mit z = (z — 1)® schreibt sich die gegebene Reihe als > i—ézk.
k=1
Wir bestimmen zunéchst den Konvergenzradius dieser Reihe: Wegen

im {5 = -2 =2
i = e~

ist der Konvergenzradius § nach dem Wurzelkriterium (Satz V1.2.6). Also konvergiert die
urspriingliche Reihe fiir alle x € R mit

\x—1|5 |Z|<2, dh. Jo—1]< 5.
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(b) Es gilt

oo; falls |a| > 1,

3=

lim sup <a"2> =limsupa™ = ¢ 1;  falls |a| =1,
n—oo n—oo
0; falls |a| < 1.
Damit gilt fiir den Konvergenzradius
0, falls |a| > 1,
r=<1, falls |a| =1,
oo, falls |a| < 1.

Aufgabe G2 (Taylorpolynom)
Betrachten Sie die Funktion

f:R =R, f(z):=sin’(z)- .

(a) Bestimmen Sie das vierte Taylorpolynom 7 f im Entwicklungspunkt z¢p = 0, indem Sie die
ersten 4 Ableitungen bilden.

(b) Bestimmen Sie das vierte Taylorpolynom T,f im Entwicklungspunkt xop = 0, indem Sie
bekannte Potenzreihen von sinx und e* verwenden.

Bemerkung: Zu einer Funktion f : R — R bezeichnen wir das n-te Taylorpolynom von f im
Entwicklungpunkt zg = 0 als T, f.
Loésungshinweise:

(a) Wir bilden die ersten vier Ableitungen von f an der Stelle zo = 0:

f'(x) = 2sin(z) cos(x)e® + sin?(z)e” = sin(2x)e” + f(x) , f'(0)y=o0,
f"(x) = 2cos(2x)e” + sin(2z)e” + f'(x) , f'0)y=2,
FO () = 4cos(2x)e” — 3sin(2z)e® + f"(z) , 73 0)=6.
(0)=4.

f(4) () = —2cos(2x)e® — 11sin(2x)e” + f(3) (z), f(4) 0) =

Das Taylorpolynom ist somit

an) 3o @0
7.5(x) = 10) + £ O - 0) + T - 02+ T 0y L0 gy
_ 20,6 5 4 4 o 3 14
_5$ +§a: +Ix ="tz + gz .
(b) Fiir alle z € R gilt
emzz%:1+x+%x2+..., (1)
n=0
sinx = i 2(_1):'.%2”“ =z — %x‘g + ... (2)
~ (2n+1)!

Fiir die Funktion f erhalten wir also
fl@)=@—-12+ ) (1 +a+ia®+.)
=(2® -2+ . )(1+a+ i+ )
:$2+$3+%l‘4—%1‘4+...:JI2—|—1‘3—|—%ZE4—|—....

Als Taylorpolynom ergibt sich damit wie zuvor Ty f(z) = 22 + 23 + %x‘*.
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Aufgabe G3 (Potenzreihen und Integration sowie Differentiation)
Gegeben sei die Potenzreihe
0 n
3 (=D" =«
42n ’

n=0

(a) Ermitteln Sie den Konvergenzradius p und geben Sie fir x € (—p,p) den Wert f(z) der
Potenzreihe an.

(b) Bestimmen Sie eine Potenzreihe fiir das Integral

7dt
16 +¢

wobel |z| < p.
(c) Bestimmen Sie eine Potenzreihe und deren Wert fiir die Ableitung f/(x), wobei |z| < p.

Loésungshinweise:

(a) Gegeben ist die Potenzreihe

Mit

tiir alle n € Ny folgt

limsup {/|a,| = limsup {

n—oo n—oo

1 n
= limsup (/| — = —
P <16)

womit sich mit dem Wurzelkriterium (Satz VI.2.6) der Konvergenzradius

42

p=16

ergibt.
Ist nun = € (—16, 16) beliebig gewahlt, dann gilt

2 (=)™ n s z\" 1 16
;} o b _Z<_E> T1-(-%) 16+a’

n=0

(geometrische Reihe) und somit ist

o

z =
42" 16 4+

(b) Es sei ein beliebiges x € R mit |z| < 16 vorgegeben. Mit Satz VI.2.8 folgt

/f(t)dt: 167“ _Z/ T iy
0 0

BRI N E S
n+1 1671 n '
n=0 n=1
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(c) Es sei erneut ein « € R mit |z| < 16 gewahlt. Nach Satz VI.2.8 folgt

0 _1)n+1

= 16~ (D" ( "

n=0

Aufgabe G4 (Satz von Taylor)
Beweisen Sie mithilfe des Satzes von Taylor folgende Aussage:
Sei f : [a,b] — R eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion mit f*1)(z) = 0. Dann ist f
ein Polynom mit Grad kleiner gleich n.

Losungshinweise: Mit dem Satz von Taylor gilt fir alle u,z € [a, b], dass

fa) = f+ Y g @ wt s [ @

da f+1(¢) = 0. Also ist f ein Polynom mit Grad kleiner gleich n. O



