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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Reihen)
Uberpriifen Sie anhand geeigneter Kriterien, ob die folgenden Reihen konvergieren bzw. absolut
konvergieren. Bestimmen Sie fiir (a) und (d) den Grenzwert der Reihe.
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Losungshinweise:
(a) Es gilt

k
2+4+(—3)k 243k _ 2.3k 3
‘ ak)‘ﬁzk §4T:2'(Z)'

Die Reihe 2- 372 (%)k ist eine geometrische Reihe und konvergiert demzufolge. Nach dem

Majorantenkriterium konvergiert die Reihe "2 2+(47_k3)k absolut. Der Genzwert der Reihe
lautet
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(b) Diese Reihe ist nicht konvergent, denn fiir a,, = (—1)" - 2 gilt lim,, . a, = 0, die Folge
(@n)nen konvergiert nicht.

(c) Seia, = ﬁ + \/_+1’ dann gilt (durch Erweitern mit /n — 1 bzw. \/n + 1):
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Die Reihe 2 - Z?:l% ist jedoch divergent (harmonische Reihe) und mit dem Minoranten-
kriterium (Kontraposition des Majorantenkriteriums) folgt auch die Divergenz der Reihe

Z?:ﬂﬁ + \/;}H)-
(d) Es gilt

‘28+(—3)k_1‘ 28 + 31 28.3F 1 7 <3>k
< 1)

< . _ — —
4k+2 4k+2 = 4k 3-4-4 12

Die Reihe % ppay (%)k konvergiert (geometrische Reihe) und nach dem Majorantenkriterium

_ayk—1
konvergiert auch die Reihe Y 77 %.

Der Grenzwert der Reihe berechnet sich geméf

28+ (=3)FL 1 SN 28+ (—3)k!
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(e) Da ﬁ = n~%/2 folgt die absolute Konvergenz aus dem Beispiel nach Satz V.2.15 im Skript.
Alternativ benutzt man direkt das Integralkriterium mit f(x) = ﬁ Die Funktion f ist auf

[1,00] stetig, positiv, monoton fallend und es gilt

fxdx:/ Ldmz/ T 2=—F+| =2.
/1 (=) poovE 1 Vvl

Da das Integral existiert, konvergiert auch die Reihe.

Aufgabe G2 (Funktionenfolgen)
Betrachten Sie die Funktionenfolge (f,,), mit

1—nz, fals0o<z<4i

fa 10,1 5 R, fo(z) = { <

0, sonst.

(a) Skizzieren Sie einige der Funktionen f, fiir verschiedene Werte von n.

(b) Zeigen Sie, dass die Folge punktweise, aber nicht gleichméfig konvergiert.

Losungshinweise:

(a) Siehe Abbildung 1.

(b) Fiir jedes z € (0,1] gilt f,(z) = 0 fiir alle n > 2 und somit lim,, . f,(z) = 0. Fiir = 0 gilt
allerdings f,,(z) =1 fiir alle n € N. Somit konvergiert die Funktionenfolge (f,), punktweise
gegen die Funktion

1, falls z =0,

0, sonst.

f:00,1 =R, f(ﬂf)Z{

Man sieht sofort, dass jede der Funktionen f,, stetig ist, allerdings die Grenzfunktion f nicht.
Somit kann (f,), nicht gleichméfig gegen f konvergieren.



13. Ubung Mathematik 1 fiir Informatik

1 T T T
D fo
N f3 ---
0.5 F Jammmen .
\\ s
\

\
\

0 Y |

0 025 0.5 0.75 1

Abbildung 1:

Alternativ gilt fir alle n € N
sup |fn(z) = f(z)| = sup fu(z) =1,

z€[0,1] z€(0,1]
so dass nicht lim,,_, sup, | fn(z) — f(x)| = 0 gilt, das heifst, die Folge (f,,)» konvergiert nicht
gleichméfig gegen f.

Aufgabe G3 (Wurzelkriterium)
Gegeben sei die Reihe

o0 n

> G

Z B

Zeigen Sie, dass die Reihe fur |z| < 2 konvergiert und fiir |z| > 4 divergiert.

Hinweis: Benutzen Sie das Wurzelkriterium fiir eine Majorante und eine Minorante der Reihe.

Lésungshinweise: Sei a,, = m(fw Offensichtlich gilt
z" T\"™ z" T\"™
g — ) | d n>7:(_) .
] < Gy (2) und a2 men = (7 ¢

Wir berechnen nun {/|b,| = {/ (%)n = 5. Aus dem Wurzelkriterium folgt nun die Konvergenz von

> b, und somit (Majorantenkriterium) von ) a,, fiir z < 2. Analog ergibt sich die Divergenz von
> ¢, und somit (Minorantenkriterium) von Y a,, fir = > 4. O

Aufgabe G4 (Funktionenfolgen und -reihen)
Untersuchen Sie die folgenden Funktionenfolgen bzw. -reihen auf punktweise und gleichméfige
Konvergenz:

(a) fn: [0, 2] — R, fn(gj) = w"/n2$3,
(b) E;L.Ozl I, mit h, : R — R, hn(.Z') = e—n~(2+cosm).

Hinweis: In (a) konnen Sie lim,,_,o, {/n = 1 verwenden.

Losungshinweise:
(a) Fiir jedes z € (0,2] gilt

lim Vn2z3 = (lim {/n)?- (lim ) =12-13=1.

n—oo n—oo n—oo

Fir z = 0 gilt V/n2z3 = 0 fir alle n € N und somit lim, Vn2z3 = 0. Die Folge (f)n
konvergiert somit punktweise gegen die Grenzfunktion
0, falls x =0,

1, sonst.

f:10,2] = R, f(:z:):{
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Fiir jedes n € N ist die Funktion f, stetig, die Grenzfunktion f hingegen nicht. Somit kann
die Folge (f,), nicht gleichméfig gegen f konvergieren.

(b) Fiir jedes z € R gilt —1 < cosx < 1. Daraus folgt e™3" < e~ (2+cosz) < o=n ynd somit

00
§ :|e—n (2+cos z) | — § :e—n (2+cos z) § § :

Die Reihe Y 7, e " ist wegen 0 < % < 1 eine konvergente geometrische Reihe. Die Funktio-
nenreihe > °° | e~ 2 +cosz)
R (vergl. Satz VI.1.4).

konvergiert folglich gleichméfig (und damit auch punktweise) auf

Hausiibung
(In der nichsten Ubung abzugeben.)

Aufgabe H1 (Majoranten und Minoranten) (1+1+1 Punkte)
Finden Sie fiir die folgenden Reihen eine Majorante bzw. eine Minorante, von der bekannt ist, dass
sie konvergiert bzw. divergiert.

k+vk

(a) ZZ‘; k +2Ij\—/i-;k
k2

(b) Zk 1k3+2k2—|\—€k 10

(C) anl 1+\/ﬁ .

Loésungshinweise:
(a) Es gilt
k+ VE o ktk_ 2
K342k%+5k—1 — k3 k%
>0

Somit ist die Reihe > 7, 2- k% eine Majorante.
(b) Es gilt
K+ Vk - k? 1

k3 +2k24+5k—1 — K3 +2k3+5k3 8k’

Somit ist die Reihe p ity % : % eine Minorante.

(c) Da —~= > > 2 und die Reihe 1 Z L divergiert (harmonische Reihe), muss nach

1+\/_ 2\/_ 2n n=1n
dem Majorantenkriterium auch > 2, T f divergieren.
Aufgabe H2 (Konvergenz) (3 Punkte)

Fiir welche a € R konvergiert die Reihe

> 1
kZ:l(Oé + E)k
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Losungshinweise: Um das Wurzelkriterium anzuwenden berechnen wir

1 1
1. k - k — 1. T =
o et g = i et gl = el

Die Reihe ist also nach dem Wurzelkriterium konvergent falls |a| < 1 und divergent falls |a] > 1
ist. Gilt a = 1, dann ist die Folge (a + %)k > 1 keine Nullfolge, und die Reihe divergiert. Gilt
a = —1, dann ist

lim (-1 + l)k = lim { -1+ L o = lim _ (—1)k+1
ko0 kY koo E+1 " koo (14 L)kt :

Auch in diesem Fall ist (a + 1)* keine Nullfolge, denn limj_.oo(1 + )% = 1.

Aufgabe H3 (Funktionenfolgen) (242 Punkte)
Untersuchen Sie die folgenden Funktionenfolgen bzw. -reihen auf punktweise und gleichméfige

Konvergenz:

() 02y #m, we0,1],
n2>—+x
(b) gn =sin(3), xeR.

Losungshinweise:

(a) Fiir alle z € [0, 1] gilt:

> na? = na? = n =1
Z "3+ 23 :Znerxs SZEZZE
n=1 n=1 n=1 n=1
o0
Da # konvergiert, konvergiert nach Satz VI.1.4 die Funktionenreihe gleichméfig auf [0, 1].
n=1

0 5 10 15 20 25
Abbildung 2:

(b) Siehe Abbildung 2. Aufgrund der Stetigkeit der Sinusfunktion gilt fiir jedes x € R
x x
nl_Igosm(n) Sln(nl_I){)lo n) sin0 =0

Die Folge (hy,), konvergiert somit punktweise gegen die konstante Nullfunktion h = 0. Setzen
wir jedoch z, := 5, so gilt fiir jedes n € N

(@) = ()] = |sin(z)] = 1.

Die Funktionenfolge (h,,), kann somit nicht gleichméfig gegen h konvergieren.



