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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Logarithmus-Funktion)
Sei L : (0,00) — R definiert als

L(x):/lxidt.

Zeigen Sie mithilfe der Integraleigenschaften und ohne die Eigenschaften des Logarithmus zu be-
nutzen, dass

L(uv) = L(u) + L(v)

fiir u, v € (0, 00).
Hinweis: Benutzen Sie die Substitutionen t = vz bzw. x = t/v.

Loésungshinweise:

uv ] 1] v 1] v11
L(uv) = / —dt = / vda:—/ da:+/ da::L(u)+/ dx:L(u)+/ +—dt =
1 X 1 X 1 X 1 ;’U

L(u) + L(v).

-

Aufgabe G2 (Konvergenz und absolute Konvergenz)
Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz sowie absolute Konvergenz.

0 Y ()
(i) Yo <5,
(i) 32570 (s
(iv) Yplo it
(v) 32, e

. k
(vi) 1211 21171'

Loésungshinweise:

(i) Diese Reihe ist nicht konvergent denn fiir a; = (T-IT—J gilt nicht limy_,~ ar = 0.

(ii) Da }COS"‘ < =5 und Y o7 172 L konvergiert, konvergiert diese Reihe nach dem Majorantenkri-
terium absolut
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(iii) Quotientenkriterium:

Uil nin!(2n + 2)! C(2n+1)@2n+2) 202+ 1)
an  (n+D(n+1)(2n)! (n+1)2 N 1+42
Also ist
lim |2 =g >0
n—oo | a

und die Reihe damit divergent.

n+4
n?—3n+1
1. Da a, > by, fiir alle n > 3 und Y00 by, divergiert, so divergiert auch Y0 ay.

(iv) Minorantenkriterium (Kontraposition des Majorantenkriteriums): Sei a,, = und b, =

(v) Wurzelkriterium:
n+1)" 1 1\" e
\"/]an|:(2nn):2<1+n> —>§>1
Also ist die Reihe divergent.

(vi) Man benutzt das Integralkriterium mit f(z) = 5=, D(f) = [1, 00[. Die Funktion f ist auf

ihrem Definitionsbereich stetig, positiv, monoton fallend und es gilt

/100 f(z)dx = /100 dr = [% In(2z — 1)}:0

Da das Integral nicht existiert, konvergiert auch die Reihe nicht.

Aufgabe G3 (Cauchy-Produkt)
Gegeben sei die Reihe

[e.e]

Y n+1)-q", gl <1

n=0
(i) Ist die Reihe konvergent bzw. absolut konvergent?

(ii) Zeigen Sie unter Verwendung des Cauchy-Produktes, dass der Wert der Reihe (1—£q)2 ist.

Loésungshinweise:

(i) Es gilt fiir a, = (n+1)¢", |g| < 1

lim |%ntl
n—oo

= lim 2|g| =¢| < 1

n—oo N1

und mit dem Quotientenkriterium folgt die Konvergenz der Folge.
(ii) Sei ¢, = (n+ 1)¢", dann 14kt sich ¢, auch als

1 0

=0 ¢"+q ¢ +...+q¢" ¢,

schreiben, das heifst
n
cn:a()'bn—%al'bn_l—l—...—i—an-bO:Zakbn_k.
k=0

Da Y 2 gar =Y pegbe = > 50 ¢* folgt mit Satz V.2.14 (Cauchy-Product)

S S = (S ()= (500 ()
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Aufgabe G4 (Leibniz-Kriterium)
Ein weiteres wichtiges Konvergenzkriterium fiir Reihen ist das Leibniz-Kriterium:
Sei (a,,) eine monoton fallende Nullfolge nicht-negativer reeller Zahlen.
Dann ist die alternierende Reihe

o0

Z(—l)"an =ay—a;+az—...

n=0

konvergent.

Uberpriifen Sie folgende Reihen auf Konvergenz.

(i) Yo, (—1)"
(i) 3 (—1)F(E + )

k=1

Loésungshinweise:

(i) Diese Reihe konvergiert nicht. Die notwendige Voraussetzung, dass (an)nen eine Nullfolge ist,
ist nicht erfiillt.

(ii) Diese Reihe konvergiert nach dem Kriterium von Leibniz, da ay = 3 + k—IQ eine monoton

fallende Nullfolge ist.

Hausiibung
(In der nichsten Ubung abzugeben.)

Aufgabe H1 (Gemischtes zur Konvergenz und absoluten Konvergenz) (3+2+1 Punkte)
(a) Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz sowie absolute Konvergenz.

(i) a4
(i) > onzr (-1)"(1/V/n),
(i) Y7, 2
(b) Untersuchen Sie folgenden Reihen in Abhéngigkeit von «, 8 € R auf Konvergenz.
(1) Xoio t5am (@2 0),
(i) oz (B+3)", (BER).

(c) Bestimmen Sie den Grenzwert folgender Reihe.

=1
Zgn—l'

n=2

Loésungshinweise:
(a) (i) Esgilt > 07 Lin® — §°% 1 41 Wegen limy, oo 2 +1 # 0 divergiert die Reihe.

n?2 n=1 n2
(ii) Die Folge (ay,) = (1/4/n) ist offensichtlich eine monoton fallende Nullfolge. Nach dem
Leibnizkriterium ist die Reihe daher konvergent. Sie ist aber nicht absolut konvergent,
da 1/y/n > 1/n fir alle n € N. Nach dem Minorantenkriterium (Kontraposition des

Majorantenkriteriums) ist die Reihe nicht absolut konvergent.
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(iii) Wir verwenden das Quotientenkriterium:

2k’+1 \/E 9

. - 2
(k+1)! 2k k+1 k—oo

Also konvergiert die Reihe.

(b) (i) 1.Fall: @ > 1. Dann gilt 0 < 1/(1+a") < 1/a™, und da die Reihe > ° ;1/a™ konvergent
ist, folgt mit dem Majorantenkriterium die absolute Konvergenz der Reihe > >° ;1/(1+
a™).
2.Fall: « < 1. Dann gilt 1/(1+ ™) > 1/2. Es liegt also keine Nullfolge vor und die Reihe
ist damit nicht konvergent.

(ii) Wurzelkriterium:

Vil =B+~ 4

Wir haben also absolute Konvergenz fiir |5| < 1 und Divergenz fiir |3] > 1. Fir § =1
und 3 = —1 ist die Folge (an)nen keine Nullfolge, daher ist die Reihe nicht konvergent
fur 0 = £1.

(c) Diese Reihe kann leicht in eine geometrische Reihe umgewandelt werden:

] oo 0 n
1 1 1 1 1 1 1
S gt g od-1-5+ 2 (5) ) a1
Aufgabe H2 (Majorantenkriterium) (2 Punkte)

Beweisen Sie das Majorantenkriterium (Satz V.2.5).

Losungshinweise: Sei > 7~ ax absolut konvergent und existiere ein ny € N, so dass [bg| < |ay|
fir alle k > ng. Wir wollen zeigen, dass dann ).~ b, ebenfalls absolut konvergiert.

Y rear ist absolut konvergent, daher konvergiert > 77 |ax| nach Definition V.2.3. Nach dem
Cauchyschen Konvergenzkriterium (Satz V.2.1) existiert zu vorgegebenen ¢ > 0 ein N € N, so

dass
n n

D lad =] > lail] <e
k=m-+1 k=m+1
fir allen >m > N.
Nach Voraussetzung folgt
n n
Skl D il <
k=m+1 k=m+1

fiir alle n > m > max{N, ng}.
Also konvergiert Y 72 by ebenfalls absolut.

Aufgabe H3 (Integralkriterium) (2 Punkte)
Finden Sie eine stetige Funktion f : [1,00) — R, so dass [;* f(z) dz = oo, aber }_>°, f(n) < oc.
Widerspricht dies dem Integralkriterium (Satz V.2.15)7

Losungshinweise: Sei f : [1,00) — R definiert mit f(z) = |sin(7x)|. Dann ist f(n) = 0 fiir alle
neNund Y 07, f(n) = 0. Auf der anderen Seite gilt fiir alle N € N dass

N N-1 ,p41 N-1 .3 N-1 ]
/1 |sin(mx)| doz = nz:l /n |sin(mzx)| de = RZ:I /2 sin(rz) de = nz:l — cos(mv)@
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N-1

Z2 2(N — 1)
= - = — — 0.
o s s

Also ist das uneigentliche Integral floo f(z) dz divergent.
Dies widerspricht allerdings nicht dem Integralkriterium, da die Funktion nicht monoton fallend
ist.



