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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Grenzwerte von Funktionen)
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte oder weisen Sie deren Nichtexistenz nach:

(a)
i 2 —6x+8
lim ,
x—2 23 — 42?2 + 3z + 2

(b)

lim sin(27x).
Tr—0Q0

Loésungshinweise:
(a) Fiir x = 2 ist sowohl der Zahler als auch der Nenner gleich Null. Mit Hilfe des Hornerschemas
oder einer Polynomdivision kann der Bruch gekiirzt werden und es folgt:

) 22— 6z +8 ) x—4 24
lim

3 A2 13242 e a? 27— 1 d—4-1

b) Betrachte die Folgen a,, = n und b, = n+ 1. Dann gilt lim, .o an = 00 = lim,,_,ec b, aber
g 1 g
lim sin(27ay,) = lim sin(27n) =0# 1 = lim sin (27m + E) = lim sin(27b,).
n—oo n—oo n—oo 2 n—oo
Folglich existiert lim,_, sin(27z) nicht.

Aufgabe G2 (Geometrische Reihe)
Sei (ag)ken, eine Folge reeller Zahlen, und

n
Sp = E Q.
k=0

fir alle n € Ny. Dann heifst die Folge (s, )nen, eine (unendliche) Reihe. Fiir diese Reihe schreibt

o0
man auch > ag. Die aj heifen Glieder der Reihe, die s, heifen Partialsummen.
k=0

o0
Gegeben ist die geometrische Reihe ) q~.
k=0
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(a) Zeigen Sie per Induktion, dass

n+1_1

n ..
Sn:E qk: qi]—l furq;él’
=0 n+1 firg=1.

[e.e]
(b) Beweisen Sie die Konvergenz von Y. ¢* fiir |¢| < 1 und die Divergenz fiir |¢| > 1.
k=0

Losungshinweise:

(a) Fir ¢ # 1:
Induktionsanfang: sy = 1 = =%

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir alle n < ng € N.
Induktionsschritt:

n+1

k
Sn+1 = § q
k=0

n
_ qu + qn+1
k=0

+1
_ Q"q _—1 1 + gt
_ qn+1 -1 qn+1(q _ 1)
q—1 q—1
_ qn—l—l S qn+2 _ qn—l—l
qg—1
- qn+2 -1
= . 1

Somit gilt die gefundene Formel fiir alle n € N.
Fiir ¢ = 1 ist die Aussage offensichtlich.

. . . . 1
(b) Fir |g| <1 gilt nh_)ngo ¢"™! =0, sodass lim s, = 7

—q
n—oo
Fiir |g| > 1 divergiert die geometrische Reihe, da

. . n+1__ . n+1l_ .

lim s, = lim & L> lim = = lim ¢" - 1 - .
n—00 n—oo 971 T plo 4 n—00 q

Aufgabe G3 (Stetigkeit)

(a) Sei f: D — R eine Funktion und a € D. Zeigen Sie, dass f genau dann stetig in a ist, wenn
lim, o+ f(2) = lim, - f(z) = f(a).
(b) Sei f:R\ {0} — R gegeben mit

f(z) = 2% sin <l>

x

Wie kénnte man f an der Stelle 29 = 0 definieren, sodass die entstehende Funktion f stetig
ist?
Hinweis: Die so entstehende Funktion f ist eine stetige Fortsetzung der Funktion

f:g:2-sin<é), r € R\ {0}

im Punkt 0 (vgl. Definition 11.3.17).
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Losungshinweise:

(a)

Die Funktion f ist genau dann stetig in a, wenn lim, ., f(z) = f(a) (vgl. Bemerkung (1)
nach Definition I11.3.11), das heift wenn fiir alle Folgen (z,)neny C D mit lim,, o ,, = a gilt,
dass lim,—,« f(2,) = f(a). Da jede Folge in DN| — 0o, a] und DNla, oco| offensichtlich eine
Folge in D ist, ergibt sich lim, .+ f(z) = lim,_,,- f(z) = f(a).

Gelte nun umgekehrt lim, .+ f(z) = lim,_ .- f(z) = f(a) und sei (zp)neny C D eine
Folge mit lim,, o x,, = a. Falls DN| — 0o, a] oder DN]a, oo[ endlich ist, gilt offensichtlich
limy, —co f(zr) = f(a). Ist dies nicht der Fall, betrachten wir die Folgen (25)g, e DA)—oo,a[neN
und (Zn)g, e Dnja,conen- Sei nun € > 0. Wegen lim,_, .+ f(z) = lim,_,,- f(7) = f(a) existie-
ren Nt N~ € Nmit |f(z,) — f(a)| < e fiir alle 2, € DN] — 00, a[UDN] — 00, a[= D\ {a} und
n > N := max(NT,N7). Da dies auch fiir z,, = a offensichtlich ist, folgt lim,, . f(z,) =

f(a).
Sei (zp)nen eine Folge mit lim,, oz, = 0. Wegen —1 < siny < 1 fiir alle y € R gilt somit
2 2 1 2
—x; < T, - sin (—) <.
Tn

Da lim,oo(—22) = 0 und lim, .22 = folgt mit dem EinschlieRungskriterium

0
lim,, o f(zy) = 0. Dies gilt fiir alle Folgen (n)nen mit lim, o 2, = 0. Wir kénnen da-
her die Funktion f wie folgt definieren:

Diese Funktion ist nun stetig.

Aufgabe G4 (Haufungspunkte)
Bestimmen Sie fiir die untenstehenden Folgen alle Grenzwerte (sofern sie existieren) und alle
Haufungspunkte der Mengen M = {a,, : n € N}.

(a)

a, = L firallen € N

(b) ap = (—1)" firallen e N

(c) ap = (-1)" + L fiir allen € N

(d) a, =nV" fiir alle n € N.
Losungshinweise:

(a)

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass lim,,_ % = 0. Damit ist 0 Haufungspunkt der Menge

M ={a, : nGN}:{l,%,%,...},

denn 0 ¢ M und (ay,)peny € M mit lim, o a, = 0.

Fir n € N und n gerade gilt a,, = 1; fiir n € N und n ungerade gilt a,, = —1. Daraus schliefen
wir, dass die Folge (ay)nen keinen Grenzwert besitzt. Die Menge

M= {-1,1}

besitzt auch keine Haufungspunkte. Wire ndmlich 1 ein Haufungspunkt, dann miissten wir
eine Folge in M \ {1} = {—1} finden, die gegen 1 konvergiert. Dies ist offensichtlich nicht
moglich. Mit der gleichen Argumentation ist auch -1 kein Haufungspunkt.



7. Ubung Mathematik 1 fiir Informatik

(c) Fiir n € N und n gerade gilt a,, = 1+ 2, d.h. limy_oo(1+ 5) = L. Fiir n € N und n ungerade
gilt jedoch a, = —1 + %, d.h. limg_ (1 + Tl—i-l) = —1. Die Folge (ay)nen besitzt keinen
Grenzwert. Die Menge

1 1.1 1
M:{,l S 141451 —}
0145 14 5. 14 51+

besitzt jedoch 2 Haufungspunkte: -1 und 1. Es gilt ndmlich —1 &€ M und 1 € M sowie

1
(g)ken, xp =14 o5k ist eine Folge in M mit lim x; = 1 und

k—oo
(zk)ken, xp=—1+ ST ist ein Folge in M mit khi{.loznk =—1.
(d) Fiir gerade n € N gilt a,, = n und fiir ungerade n € N: a,, =n~! = % Die Menge
1 1
M={1,2,-,4,—,...
{ ) 737 757 }

hat somit den Haufungspunkt 0, denn 0 ¢ M und

1
2k +1

(‘Tk)kENa Tk

konvergiert gegen 0. Es konvergiert jedoch nur eine Teilfolge gegen 0, der Grenzwert von a,
existiert somit nicht.

Hausiibung
(In der nichsten Ubung abzugeben.)

Aufgabe H1 (Polynome als stetige Funktionen) (1+1+1 Punkte)
Gegeben sei das Polynom P mit

P(x) = 2° 4+ 22 — 22 — 2

und das abgeschlossene Intervall I = [-2,2].

(a) 1. Ist P stetig auf I?
ii. Ist P auf I beschrankt?
iii. Besitzt P auf I ein Maximum bzw. ein Minimum?
(b) Berechnen Sie P(—2) und P(2) mit dem Hornerschema.
(c) 1. Zeigen Sie, dass P in [—2,2] mindestens eine Nullstelle besitzt.
ii. Begriinden Sie, dass die Gleichung P(z) = —1 mindestens eine Losung zg € [0, 1] besitzt.

Losungshinweise:
(a) 1. P ist nach Satz I1.3.16 (1) stetig.
ii. Als stetige Funktion auf einem Intervall ist P beschrankt nach Satz I1.3.21.
iii. Ja, folgt auch aus Satz I1.3.21.



7. Ubung Mathematik 1 fiir Informatik

(b) Anwendung des Hornerschemas fiir z = 2 liefert

102 -1 0 =2
- 2 4 12 22 44
2 6 11 22 42

Also ist P(2) = 42. Fiir z = —2 ergibt sich

1 0 2 -1 0 =2
- =2 4 —-12 26 -52
-2 6 —13 26 —-54

Damit ist P(—2) = —54.
(¢c) i Wegen P(—2) < 0 und P(2) > 0 gibt es nach Satz 11.3.23 ein x € I mit P(x) = 0.
ii. Man sieht, dass P(0) = —2 und P(2) > 0 ist. Damit folgt aus Satz 11.3.23: Auf dem
Intervall [0,2] werden alle Werte zwischen —2 und 0, also insbesondere der Wert —1,
angenommen.

Aufgabe H2 (Stetigkeit und Beschranktheit) (14 1% + 12 Punkte)
(a) Zeigen Sie, dass jede Lipschitz-stetige Funktion gleichméRig stetig ist.
Zur Erinnerung: fiir D C R heiftt eine Funktion f : D — R Lipschitz-stetig, falls eine Kon-
stante L > 0 existiert, so dass |f(x) — f(y)| < L|z — y| ist fiir alle z,y € D.
(b) Zeigen Sie, dass die Funktion g : [0,1] — R, = — /z gleichmé&fig stetig aber nicht Lipschitz-
stetig ist.

(c) Seien D C R und f: D — R stetig in einem Punkte x € D. Zeigen Sie, dass es ein Intervall
U = (a,b) mit x € U gibt, so dass f : U N D — R beschréinkt ist.

Losungshinweise:

(a) Sei e > 0. Setze § = +. Dann ist fiir alle ,y € D mit der Eigenschaft [z —y| <

|f(z) — fly)| < Lz —y| < e.

Also ist f gleichméfig stetig.
(b) Die Funktion g ist stetig und somit nach Satz I1.3.26 auch gleichméfig stetig.
Angenommen, g wire Lipschitz-stetig, dann gibe es eine Konstante L > 0 mit der Eigenschaft

|vVz — V0| < Lz — 0| fiir alle z € [0, 1].

Hieraus folgt aber, dass g = ﬁ < L fiir alle z € [0, 1]. Widerspruch, denn ﬁ 220, o

(c) Setze € := 1. Da f in x stetig ist, gibt es ein d > 0 mit |f(y) — f(z)| < 1 fiir |z —y| < . Fir
y € (x — 9,2+ ) N D folgt aus der Dreiecksungleichung

FW) = 1f(y) = f(x) + f@)] < [f(@)]+ [f(y) = fo)] < |f(@)] + 1.
Mit U := (z — d,x + ) ist also f beschrankt auf U N D.
Aufgabe H3 (Stetigkeit) (11 + 11 Punkte)
(a) Sei f: D — R, D :]%, oo[ gegeben durch
5+ tan (rz) =z €]3,1]
flz)=<R22+22+2 =xc]l,3]
i x € [3,00].

Fiir welche x € D ist f stetig?
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(b) In welchen Punkten ist die Funktion f: R — R mit

fz) =

)—‘§|>—Ao
838
IV A INA

0
v <1 neN\{1}
1.

stetig?
Hinweis: Skizzieren Sie den Funktionsverlauf.

Losungshinweise:

(a) Die Funktion f ist auf jedem der Teilintervalle ]3,1[, ]1,3[ bzw. ]3,00[ stetig, da es sich
jeweils um stetige Funktionen handelt.

Fir z =1 gilt
liI{l f(z) = liI{l (5+tan (7 -x)) =5,
. _ . 2 _
xligl—i- f(x) = xlirﬁ(:n +2x+2)=5
und

f)y=12+2-1+2=5.

Der rechts- und linksseitige Grenzwert stimmen also mit dem Funktionswert an der Stelle
x = 1 iiberein, die Funktion f ist auch im Punkt x = 1 stetig.

Fiir x = 3 gilt
lim f(z) = lim 2?4+ 22 +2 =17
und 17 17
li = lim — == #17.
:clg,lJrf(w) s S 3 717

Rechts- und linksseitiger Grenzwert stimmen nicht iiberein, die Funktion f ist im Punkt x = 3
also nicht stetig.

(b) Zunéchst einmal ist f an den Stellen x mit > 1, x < 0 sowie x € (%, ﬁ), n=234...,
stetig, da sie dort konstant ist.
Es bleibt zu untersuchen, wie das Stetigkeitsverhalten in den Punkten x = 0,2 = %,az =1
ist. Die Stelle x = 0 ist eine Stetigkeitsstelle: Sei (2, )nen eine Folge mit lim,, o, z, = 0, dann
existiert ein ng € N, so da'ig)% fiir alle m > ng gilt: z,,, < 1. Es folgt
0 z, <0
f@m)—{ I 1y < 1 neN

und somit lim,, . f(z,) = 0.

Dagegen sind die Stellen z = % und x = 1 keine Stetigkeitsstellen. Um dies zu zeigen wahlen
wir Folgen (zj)ken mit limy_, oo 2 = % und 2, < % fiir alle £ € N (analog: limg_. 2 = 1 und
x < 1 fir alle £ € N). Dann folgt limg_,o0 f(zx) = %H # f(2) =1 (analog: limy_o f(zx) =

L# (1) =1),



