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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Folgen)
Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

(a) Jede konvergente Folge ist beschrankt.
(b) Jede beschrankte Folge ist konvergent.
(c
(d

)

) Es gibt Folgen, die gleichzeitig konvergieren und divergieren.
)
e) Jede konvergente Folge hat ein grofstes Element.
)
)
)

Jede divergente Folge ist unbeschrankt.

(
(

(g) Wenn (an)nen und (by,)nen konvergent sind, dann ist auch (ay, - by)nen konvergent.
(

Jede von oben beschriankte Folge hat ein groftes Element.

h) Wenn (a,)nen und (b, )nen konvergent sind mit b, # 0 fiir alle n € N, dann ist auch (Z—:)neN
konvergent.

Losungshinweise:
(a) wahr, siehe Satz I1.1.5 (2) im Skript.

(b) falsch: Die Folge (an)nen mit a, := (—1)" ist beschrénkt da |a,| < 1 fir alle n, aber nicht
konvergent.

(c) falsch: Vergleiche die entsprechenden Definitionen.

(d) falsch: Die Folge (an)nen mit ay, := (—1)" ist divergent und beschrénkt.

(

(f) falsch: Die Folge (—%)neN ist von oben beschrénkt, hat aber kein maximales Element.

g) wahr, siehe Satz I1.1.9 (2) im Skript.

)
)
e) falsch: Die Folge (—%)neN ist konvergent, hat aber kein maximales Element.
)
)
h) falsch: Betrachte die Folgen mit a, := 1 und b, := % und n € N.

(
(

Aufgabe G2 (Doppelfolgen)

Zu n,m € N sei ap = (1 — mLH)”“. Bestimmen Sie
a= lim ( lim a,,) und a= lim (lim a,,m,)
n—oo m—oo m—0o0 N—0o0
Hinweis: Um a zu berechnen, berechnen Sie den Grenzwert a, := lim,, .o @pnm und dann den

Grenzwert a = lim,,—, oo ay,)
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Losungshinweise: Wie im Hinweis berechnen wir (fiir festes n € N)

L . 1 1 a1

n + 1 mal

und lim,, ., @, = 1. Andererseits ist fiir festes m € N

1

<1

und lim,,, .~ @, = 0. O

Fazit: Grenzwertprozesse lassen sich nicht einfach vertauschen.

Aufgabe G3 (Cauchyfolgen)
(a) Sei (an)nen eine Cauchyfolge. Zeigen Sie, dass die Menge A := {a, |n € N} beschrankt ist.
(Vergleiche Beweis von Satz I1.1.18 im Skript.)

(b) Sei (an)nen wieder eine Cauchyfolge und s, definiert als das Supremum der Menge A,, :=
{am |m > n}. Zeigen Sie,

Ve > 03N € NVn > N |a, — sp| <€.

(Vergleiche Beweis von Satz I1.1.18 im Skript.)
(c) Sei b, = Ezzl(—l)k% und m > n mit n,m € N. Zeigen Sie, dass |b,, — b,| < ﬁ falls n —m
gerade ist. (Vergleiche Beispiel 11.1.19 im Skript).

Loésungshinweise:

(a) Da (ay) eine Cauchyfolge ist, existiert ein N € N, sodass fiir alle n,m > N |a,, —ay,| < 1. Die
Menge B := {a, |n < N} ist endlich und somit beschrénkt, das heifst, es existiert ein M € R,

sodass |a,| < M fir alle n < N. Sei nun n,m > N. Dann gilt |a,,| = |am — an + an| <
|am — an| + lay| < 1+ M, da ay € B. Somit ist |a| < M + 1 fiir alle a € A, also ist A
beschrankt. (]

(b) Sei € > 0. Da a,, eine Cauchyfolge ist, existiert ein N € N, sodass fir alle n,m > N gilt
|an, — am| < €. Somit gilt fiir jedes m > n > N, dass

U = Ay — G+ ap < |ap, — an| +an < e+ ay;

das heifit, a,, + € ist ein obere Schranke von A,,. Da s, die kleinste obere Schranke von A,

ist, gilt also s, < a, + €, also s, — ap, = |a, — sp| < e O
(c) Wie in Beispiel I11.1.19 im Skript gilt by, — bp| = > pry” % Daraus folgt, dass
1 1 1 1 1 1 1
bl = _ _ _ - o<
b = bl n+1 <n—i—2 n—|—3>+ +<m—2 m—1> m~ n+1’
da die Ausdriicke in den Klammern jeweils positiv sind. O

Aufgabe G4 (Konvergenz von Folgen)
Sei k € N. Beweisen Sie die Konvergenz der Folge (a,)nen mit a,, = ’21—2

Hinweis: Zeigen Sie, dass die Folge (a,)nen ab einem ng € N streng monoton fallend ist.
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Loésungshinweise: Es gilt fir alle £ € N:

k k
n n—+1
anzan+1<:>_>( +)

T R =

(14 — <— 2> (14 —)".
( n) _( n)

DO =

Wegen lim,, o (1 + %)k = 1 gibt es ein ng € N, ab dem die Folge (ay,)nen streng monoton fillt. Da
die Folge durch 0 nach unten beschrinkt ist, gibt es nach dem Monotoniekriterium (Satz 11.1.16)
einen Grenzwert. O

Hausiibung
(In der nichsten Ubung abzugeben.)

Aufgabe H1 (Fibonacci-Folge) (2 Punkte)
Sei (fn)nen die Fibonacci Folge. Entscheiden Sie, ob die Folge (by,)nen mit
n
by, = —
fn

konvergiert. (Zu so einer Entscheidung gehort immer ein Beweis!)

Loésungshinweise: Wir wollen zuerst zeigen, dass die Folge b,, fiir n > 2 monoton fallend ist.

o> ndl
ZZ fn - fn+1

n > n+1
fn fn—i—l
= n'fn+12fn'n+fn
~ n(fn-i—l_fn)zfn
~————
fnfl
-~ n'fn—l zfn

Dies ist wahr, da
n- fn—l >2- fn—l > fn—l +fn—2 = fn

Somit ist die Folge monoton fallend. Sie ist auch durch 0 nach unten beschrénkt. Somit ist sie nach
dem Monotoniekriterium (Satz I1.1.6) konvergent. O

Aufgabe H2 (Wahr oder falsch?) (24241 Punkte)
Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Behauptungen fiir reelle Folgen:

(a) Summe, Differenz, Produkt und Quotient zweier divergenter Folgen ist ebenfalls divergent
(getrennt fiir die vier Operationen).

(b) Die Folgen (a,)nen und (b, )nen konvergieren genau dann, wenn (a, + by, )nen und (a, — by )nen
konvergieren.

(c) Existiert zu jedem € > 0 ein N. € N, so dass fir alle n > N, gilt: |ap+1 — an| < ¢, so ist
(an)nen eine Cauchyfolge.

Hinweis: Betrachten Sie a,, = /n.

Losungshinweise:
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(a) Alle Aussagen sind falsch. Gegenbeispiele:

— Summe: a, = n und b, = —n fir alle n € N.
— Differenz: a,, = n und b,, = n fiir alle n € N.
— Produkt: a,, = (—1)" und b, = (—1)" fur alle n € N.
— Quotient: a, = (—1)" und b,, = (—1)" fiir alle n € N.
(b) Aussage ist wahr. Aus der Konvergenz der Folgen (a,)nen und (b, )nen folgt nach den Grenz-

wertsétzen (Satz 11.1.9) die Konvergenz der Folgen (ay, + by )nen und (a, — by )nen-
Sei umgekehrt lim (a, + b,) = ¢ und lim (a, — b,) = d, dann ist

- lim a,= hm 2a,, = hm ((an +by) + (an —by))

n—oo n—

—hm (an—i-b )+ lim (a, — b,) = c+d.

Also: lim a, = %l.
Entsprechend:
- lim bn— hm 2b, = hm ((an +by) — (an, — by))
—hm (an+b )— lim (a, —b,) =c—d.
Also: lim b, = c%d. O

(c) Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: a,, = y/n. Offensichtlich divergiert die Folge, denn fiir jedes
M > 0ist a, > M fiir n > M?. Daher ist (a,) keine Cauchyfolge. Aber:

hm |an 11 —an|— hm |W_\/_| hI%o m_ﬁ)1(4\_/\n/?+ﬁ)

Aufgabe H3 (Konvergenz) (1+2 Punkte)
Untersuchen Sie die beiden nachstehenden Folgen auf Konvergenz, und bestimmen Sie gegebenen-

falls den Grenzwert.
3
n?+1
ap, = — | .
(10n — 5)2

n
(1 + zin) n’ + 2n® + 3n2

5

3nT + 5n2 + 2n3

(a) Die Folge (an)nen mit

(b) Die Folge (by)nen mit

Losungshinweise:
(a) Es gilt

3 3 3
n? 41 \/ n2+1 1 n2+1
Qa L= _— g — JR—
" (10n — 5)2 100n2 — 100n + 25 10 n2(1 — % + ﬁ)
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Mit dem Satz iiber Summen, Produkte, Quotienten und Wurzeln von konvergenten Folgen
folgt,

3 3
i o L 1+ 1 1+ limy— oo 1
im a, = lim = -
n=oo ' m—o0 1000 1— % + ﬁg 1000 1 — limy, o0 % + limy, 00 # 1000

Es gilt zunachst

n 5\ 1
<1+gin) n” + 2n° + 3n? (1+%> +Z+ %
by, == > = .
" 3n7 + 5n2 + 2n3 34 5+ 2

Da nach Definition (vgl. Satz I11.1.17) lim, o (1 + %)n = exp z, folgt durch Anwendung der
Grenzwertsi,, %tze

5\ ™ 5\7
(1 + %> +Z2+35 limye (1 + %) Flimy oo 5+ 1My o0 5 exp B
lim b, = lim — " = : — 2 = —2.
n—o0o n—00 3+ o~ + = 3+ lim, oo 5 + lim,,— o0 povs 3

O



