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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Binominialkoeffizienten)
Fiir natiirliche Zahlen n > k > 0 ist der Binominialkoeffizient ,n {iber k* definiert als

per Konvention ist aufserdem (k) = 0 fiir £ > n. Zeigen Sie, dass es genau (Z) k-elementige
Teilmengen einer n-elementigen Menge M gibt.

Loésungshinweise: Um eine k-elementige Teilmenge T' C M zu bekommen, kénnen wir alle
Elemente von M beliebig anordnen und dann die k ersten Elemente wiahlen. Nach Aufgabe G3(b)
vom zweiten Ubungsblatt gibt es fiir dies Anordnung n! Moglichkeiten. Fiir die Teilmenge spielt
es jedoch keine Rolle, wie die k ersten Elemente angeordnet sind, und wie die n — k {ibrigen
Elemente angeordnet sind. Hierfiir gibt es wiederum k! bzw. (n — k)! Moglichkeiten, so dass sich
das gewiinschte Ergebnis ergibt. O

Aufgabe G2 (Pascalsches Dreieck)
Zeigen Sie die Aussage

n+1\ (n n n
k+1)  \k k+1
(a) mit der Definition des Binominialkoeffizienten,

(b) mit der kombinatorischen Interpretation aus Aufgabe G1.

Loésungshinweise:
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(a) Nach Definition gilt

(Z) + (ki 1) W —nzi;)!k! Tz k:—T)!(kJr 0!
nl(k+ 1) nl(n — k)

R IR ICE]
nl((k+1) + (n— k)

(n—k)l(k + 1)!
_ nl(n+1)
T - k)(k+1)
_ (n+1)! _ <n+1>
n—klk+1)! \k+1)

O

(b) Sei M eine (n + 1)-elementige Menge und m € M. Die (k + 1)-elementigen Teilmengen von
M sind genau die k + 1-elementigen Teilmengen von M \ {m} zusammen mit den Mengen
T U {m} fiir alle k-elementigen Teilmengen T von M \ {m}. Aus Aufgabe G1 folgt nun die
Behauptung. O

Aufgabe G3 (Funktionen)
Bezeichne S die Menge aller Studenten an der TU Darmstadt und D die Menge aller Daten eines
Jahres.

(a) Sei f : S — D die Abbildung, die jedem Studenten aus der Menge S das Datum seines
Geburtstages zuordnet.
Ist f injektiv, surjektiv oder bijektiv? Was édndert sich, wenn die Menge S durch die Menge
aller an deinem Tisch sitzenden Studenten ersetzt wird?

(b) Sei M die Menge aller an der TU Darmstadt vergebenen Matrikelnummern und g : S — M
die Abbildung, die jedem Studenten seine Matrikelnummer zuordnet.
Ist g injektiv, surjektiv oder bijektiv? Was dndert sich, wenn die Menge M durch die Menge
der natiirlichen Zahlen ersetzt wird?

Losungshinweise:

(a) Da an der TU mehr als 365 Studenten studieren ein Jahr aber nur 365 Tage hat, miissen

mindestens zwei Studenten am gleichen Tag Geburtstag haben, womit f micht injektiv sein
kann. Geht man davon aus, dass an jedem Tag mindestens ein TU-Student Geburtstag hat,
dann ist f surjektiv. Weil f nicht injektiv ist, ist f auch nicht bijektiv.
Bezeichne S die Menge der Studenten, die an deinem Tisch sitzen, und f : § — D die
Funktion die jedem dieser Studenten das Datum seines Geburtstages zuordnet. Dann ist die
Funktion f héchstwahrscheinlich injektiv, weil alle an verschiedenen Tagen Geburtstag haben,
und nicht surjektiv, da nicht an allen Tagen einer von ihnen Geburtstag hat. Folglich ist f
auch nicht bijektiv.

(b) Da jede Matrikelnummer nur einmal vergeben wird, haben alle Studenten verschiedene Ma-
trikelnummern, woraus folgt, daft g injektiv ist. Da es zu jeder vergebenen Matrikelnummer
auch einen zugehorigen Studenten gibt, ist g auch surjektiv und damit auch bijektiv.
Bezeichne § : S — N die Funktion, die jedem Studenten seine Matrikelnummer zuordnet.
Dann ist g nicht surjektiv, da es zum Beispiel keinen Studenten mit der Matrikelnummer
1000000000 gibt. Folglich ist g nicht bijektiv. Aus demselben Grund wie g ist auch g injektiv.
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Aufgabe G4 (Binomialsatz)
(a) Zeigen Sie, dass fiir alle z,y € R und n € N gilt:

(x+y)" = kzn::o <Z> ahynh

Hinweis: Es gilt > _  ai = ZZI:nH ag_1. Dies nennt man Indexverschiebung.

(b) Welche Eigenschaften der reellen Zahlen haben Sie beim Beweis in (a) benutzt? Was folgt
daraus fiir die Giiltigkeit der Aussage? Gilt die Aussage auch fir z,y € Q und z,y € C?

Loésungshinweise:

(a) Wir beweisen die Aussage mittels vollstandiger Induktion.

Induktionsanfang: Fiir n = 1 reduziert sich die Aussage zu x + y = x + y. Dies ist offen-
sichtlich war.
Induktionsvoraussetzung: Wir nehmen an, dass fiir ein festes n gilt:

(@ +y)" = Zn: <Z> akynk

k=0

Induktionsschritt: Es gilt

@ty =@ty (e+y) 2 2 <Z> xk?J”"“) (r+y) =

k=0 k=0
( ) n+1 n n n
) k, (n+1)—k k, (n+1)—k
230 () 1 ()
k=1 k=0
n
_ ,n+l n n k, (n+1)—k +1
e ()« (1)) e
k=1
+1
G2\ <” + 1) Loy ()~
k=0
(%) Hier wurde die Indexverschiegung benutzt. U

(b) Bei der Rechnung wurden nur einige der Kérperaxiome benutzt.! Da diese Axiome auch in Q
und C gelten, gelten die Aussagen auch dort. Allgemein gelten die Aussagen in jedem Korper,
das heiftt einer Struktur, die die Korperaxiome erfiillt. Beachtet werden muss noch, dass (Z)
eigentlich eine natiirlich Zahl ist und kein Element eines vorgegebenen Korpers; dies kann
dadurch umgangen werden, dass man fiir jedes n € N ein Element n € K definiert durch

n:= Y . ;1. Wenn man sich (Z) € N als (Z) in diesem Sinne denkt, ergibt die Aussage fiir
jeden belieben Kérper Sinn.

Aufgabe G5 (,Deppenformel”)
(a) Leiten Sie aus den De Morganschen Gesetzen die Aussage Ve A(z) vV Jz—A(x) her.

!Tatsichlich wurden insbesondere die Axiome (A5) und (A8) nicht benutzt. Eine Struktur in der alle Kérperaxiome
aufier (A5) und (A8) gelten nennt man Ring mit 1. Ein Beispiel dafiir sind die ganzen Zahlen Z.
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(b)

Zeigen Sie daraus die ,Deppenformel* 3z (A(x) = VyA(y)).

Loésungshinweise:

(a)

Um zu zeigen, dass eine Disjunktion gilt, reicht es zu zeigen, dass eine Aussage wahr ist,
wenn die andere falsch ist. Sei VxA(x) falsch, gelte also =VxA(x). Nach dem zweiten De
Morganschen Gesetz folgt dann Jx—A(x). O

Alternativ: Offensichtlich gilt VzA(x) V =VzA(x). Die zweite Aussage ist nach dem zweiten
De Morganschen Gesetz dquivalent zu Jz—A(x). O

Nach dem Prinzip aus (a) gilt eine der beiden Aussagen VxA(z) und Jz—A(z). Wir unter-
scheiden diese beiden Fille.

VzA(x) ist wahr: Damit gilt die Implikation der Deppenformel offensichtlich, da die Konklu-
sion wahr ist.

Jr—A(x) ist wahr: Es gibt also ein z fiir das A(x) falsch ist. Wir wihlen als x in der Deppen-
formel dieses x. Damit ist die Pramisse A(z) falsch und somit offensichtlich die Implikation
richtig. O

Hausiibung
(In der nichsten Ubung abzugeben.)

Aufgabe H1 (Summendarstellung der Fibonacci-Zahlen) (3 Punkte)
Zeigen Sie die folgende Summendarstellung fiir die aus der letzten Ubung bekannten Fibonacci
Zahlen:

15

FnH:Z(n;l),

=0

wobei |a] die grofte ganze Zahl kleiner gleich a bezeichnet (abrunden).

Loésungshinweise: Wir beweisen die Aussage mittels vollstdndiger Induktion.
Induktionsanfang: Fiir n = 0 reduziert sich die Aussage zu 1 = 1. Dies ist offensichtlich war.
Fiir n = 1 reduziert sich die Aussage ebenfalls zu 1 = 1.

Induktionsvoraussetzung: Wir nehmen an, dass fiir ein festes m gilt:

L]

—1
Fo = (nl ) fir allen <m.
=0

|3

Induktionsschritt: Es gilt

15 125+]

—1 -1-1

=0 1=0

|3

Wir unterscheiden zwei Félle: n gerade und n ungerade.



3. Ubung Mathematik I fiir Informatik

n gerade: Dann gilt

n—1 G n—1-1
mae=2 (") (")
1=0 1=0
: n—1 : n—1
> (" )2 ()
1=0 =1
2 n—1 n—1
-+ (") +(5)
=1
G2 2 n+1-—1 2 n+1-—1 dLnTHJ n+1-—1
- - ngerae -
P () e () e (),

<~ (n—1 o /n—1-1
ree=2 (") ()
n—1 n+1
_2 n—l_’_2 n—1
- l -1
=0 =1
n—1
_ 2 n—1 n—1
_2+lz; c) T
=N 2l |22
G2 2

(Beachten Sie, dass (p)

Aufgabe H2 (Funktionen)
Untersuchen Sie die Funktionen

fi
f2
g9
92

>_ 2 (n—l—l—l
N l
1=0

>nun§erade Z (n+l1—l

=0

).

(2 Punkte)

O

R—R:x+— 3x+ 29,
[0,00) = R: 2 — 3z + 29,

2

7Z—7Z:x—x und

ZHNO:me2

auf Injektivitdt, Surjektivitdt und Bijektivitdt und geben Sie jeweils das Bild der Funktion an.
Geben Sie auch die Umkehrfunktion an, falls diese existiert.

Losungshinweise:
Die Funktion f; ist injektiv, da fiir zwei beliebige 1,22 € R aus fi(x1) = fi(x2) nach Definition
3z1 + 29 = 3x2 + 29 bzw. mit einfachen Umformungen z; = xo folgt. Sie ist auch surjektiv, da fiir

ein beliebiges y € R? die Zahl y_gﬁ € R3 ist und f; (%29> = y gilt. Damit ist o bijektiv und
y— 29

3
ist die Umkehrfunktion von f;. Fiir das Bild von f; gilt fi(R) = R.

ff'*R—R:y—
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Die Funktion fo ist injektiv nach der exakt selben Argumentation wie fiir f;. Allerdings ist sie
nicht surjektiv, da offensichtlich alle Zahlen im Bild von fs grofer als Null sind und es daher zum
Beispiel kein x aus dem Definitionsbereich gibt, sodass fo(x) = —1. Folglich ist fo auch nicht
bijektiv und besitzt deshalb keine Umkehrfunktion. Da fs streng monoton wachsend (und stetig)
ist, gilt fo[[0, 00)] = [29, c0).

Die Funktion g; ist nicht injektiv, da zum Beispiel fiir —1,1 € Z gilt, dass g1(—1) = 1 = g1(1).
Sie ist auch nicht surjektiv, da es kein = € Z gibt, sodass f(x) = —1, denn offensichtlich sind
alle Funktionswerte grofter oder gleich Null. Folglich ist sie auch nicht bijektiv und besitzt keine
Umkehrfunktion. Das Bild von g; ist die Menge der (ganzzahligen) Quadratzahlen.

Die Funktion gy ist nicht injektiv nach derselben Argumentation wie fiir g;. Sie ist auch nicht
surjektiv, da es kein x € Z gibt, sodass f(z) = 2, denn v/2 ist keine natiirliche Zahl. Folglich ist sie
auch nicht bijektiv und besitzt keine Umkehrfunktion. Das Bild von gy ist wieder die Menge der
(ganzzahligen) Quadratzahlen.

Aufgabe H3 (Abbildungen, kartesisches Produkt, Graph) (242 Punkte)
(a) Sei f: D — R eine Abbildung, wobei D := {x € R: z > —1} und

T fir —-1<x<0,
flz)y=<¢ z+1 fir 0<z<1,
%x—kg fir 1<z.

(i) Skizzieren Sie den Graphen von f.
(ii) Bestimmen Sie die Bildmenge von f.
(iii) Geben Sie das Urbild von [3,4[ bzgl. f an. (Fiir eine Funktion f : A — B ist das Urbild
f7YC] von C C B definiert als f~1[C] := {x € A| f(x) € C}.)
(b) Seien X ={1,2,3,4} und Y ={a,b,c,d,e, f}.
1. Welche der folgenden Teilmengen von X x Y ist der Graph einer Abbildung f: X — Y?
Begriinden Sie Thre Antwort.

1) A{{1,0),2,d),3,0), (4, 1)} (iv) {(20),(3,0),(1,¢),(2,d),(4,e), (1, f)}
(i) {(1,a),(2,0),(3,¢)} (v) {40, (1, f),(3,€),(2,0)}
(i) {(3,€),(2,a),(1,0),3,/)} (V) {(2,d),(1,f),(3,a),1,b),(4,c)}

2. Seien A C X und B CY gegeben durch A = {1,2,3} und B = {a, b, ¢,d}. Berechnen Sie
die Bildmengen f[A] :={y € Y : 3z € A mit y = f(z)} und die Urbilder von B bzgl. f

fiir alle Funktionen f, die Sie oben gefunden haben.

Losungshinweise:

(a) (1)

(i) £1D] = [~1,0[U[1, ] .
(iii) Das Urbild von [3,4[ bzgl. f ist [1,7[.

(b) 1. Die Mengen (i) und (v) sind Graphen von Abbildungen. Die anderen Mengen sind keine
Graphen von Abbildungen: In (ii) und (iii) wird nicht allen Elementen aus der Definitionsmen-
ge ein Wert zugewiesen, in (iii), (iv) und (vi) wird einigen Elementen aus der Definitionsmenge
mehr als ein Wert zugewiesen.
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2. Bezeichnen wir mit g die zugehorige Abbildung von Graph (i) und mit ~ die zugehorige
Abbildung von Graph (v). Dann ist {a,b,d} das Bild von A unter g, und das Bild von A un-
ter hist {c, e, f}. Das Urbild von B bzgl. g ist {1, 2, 3}, und das Urbild von B bzgl. h ist {2,4}.

Aufgabe H4 (Noch mehr Induktion) (1 Punkt)
Die Folge (K )nen, sei rekursiv definiert durch

Ko=1 und Kn+1:1+min(2KL%J73KL%J)'

Zeigen Sie, dass K, > n.

Losungshinweise: Wir zeigen mit vollstdndiger Induktion, dass K, > n + 1. Dies impliziert
offensichtlich die Behauptung.

Induktionsanfang: Offensichtlich ist Ky > 1.

Induktionsvoraussetzung: K, > n + 1 fiir ein festes n.

Induktionsschritt: Kpni1 =1+ min(2K |2}, 3K|2|) > 2+n, da 2K n) > 212 +2>22-1 42
n+1 und 3KL%J >3|5]+3> 3%‘2 + 3 > n + 1 nach Induktionsvoraussetzung.

O v



