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,<JMathematik I fiur Informatik*

Gruppeniibung

Wir betrachten die Aussage A (z.B. ,Es regnet.”) und die Aussage B (z.B. ,Die Strafie ist nass.“).
Wenn aus der Giiltigkeit der Aussage A die Giiltigkeit von Aussage B folgt, so sagen wir ,, A impliziert
B und schreiben

A= B.

Gilt die Implikation A = B, so ist die Kontraposition (,Wenn B nicht gilt, gilt auch A nicht.“) ebenfalls
richtig. Der Umkehrschluss von A = B ist B = A. Im Allgemeinen gibt es keinen Zusammenhang
zwischen der Giiltigkeit der Implikation und der des Umkehrschlusses.

Aufgabe G1 (Die Kontraposition)
Bilden Sie die Kontraposition der folgenden Aussagen:

(a) Wenn es regnet, ist die Strafe nass.
(b) Wenn das Auto fahrt, ist der Tank nicht leer.
(¢) Wenn p eine Primzahl ist, dann gilt p = 2 oder p ist ungerade.

Losungshinweise:
(a) Wenn die Strafe nicht nass ist, regnet es nicht.
(b) Wenn der Tank leer ist, fahrt das Auto nicht.

(¢) Wenn p weder gleich 2 noch ungerade ist, so ist p keine Primzahl.

Aufgabe G2 (Der Umkehrschluss)
(a) Sie stehen vor einer geschlossenen, funktionsfahigen Tiir, fiir die Sie keinen Schliissel besitzen.
Betrachten Sie die Implikation:

Die Tiir ist abgeschlossen = Die Tiir kann nicht geéffnet werden.

Uberlegen Sie sich, wie der Umkehrschluss lautet und ob dieser wahr oder falsch ist.

(b) Bilden Sie von der Aussage
Fiir x € R gilt: z < —1 = x ist negativ.

den Umkehrschluss. Was kénnen Sie hier tiber die Richtigkeit sagen?

Losungshinweise:

(a) Der Umkehrschluss lautet:
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Die Tiir kann nicht geéffnet werden = Die Tiir ist abgeschlossen.

Da wir von einer funktionsfahigen Tiir ausgehen, muss die Tiir abgeschlossen sein, falls sie
nicht zu 6ffen ist. Also ist der Umkehrschluss richtig.

(b) Der Umkehrschluss lautet:
Fiir x € R gilt: z ist negativ = o < —1.

Der Umkehrschluss ist falsch, da —% negativ aber nicht kleiner als —1 ist.

Aufgabe G3 (Quantoren)
Uberlegen Sie sich, welche der folgenden Aussagen stimmen und was die Unterschiede zwischen
(a)(i) und (a)(ii) bzw. zwischen (b)(i) und (b)(ii) sind.
(a) (i) Fiir alle Autos gibt es einen Motor.
(ii) Es gibt einen Motor fiir alle Autos.

(b) (i) Fir alle z € R existiert ein n € N, so dass z < n gilt.
(ii) Es existiert ein n € N, so dass fiir alle x € R die Ungleichung x < n gilt.

Bemerkung: Statt ,fiir alle wird in Formeln héufig der Allqguantor V und statt ,es existiert” der
Ezistenzquantor 3 benutzt. So kann die Aussage (b)(i) auch als V& € R 3n € N : & < n geschrieben
werden.

Loésungshinweise: Die Aussage (a)(i) ist richtig. Die Aussage (a)(ii) hingegen ist falsch, denn sie
besagt, dass es nur einen einzigen Motor fiir alle Autos gibt. Schon einen Motor, der gleichzeitig
zwei Autos antreibt, sieht man eher selten.

Die Aussage (b)(i) ist richtig. Betrachtet man ein x € R und setzt n als die néchst grofere
natiirliche Zahl, so gilt < n. Die zweite Aussage (b)(ii) ist falsch: Wiirde ein solches n € N ist
die Ungleichung z < n fiir z := n + 1 offensichtlich nicht erfiillt.

Aufgabe G4 (Symmetrische Differenz)
Es seien A und B beliebige Mengen. Zeigen Sie, dass

(AUB)\(ANnB)=(A\B)U(B\A)

gilt.
Anmerkung: Die durch den obigen Ausdruck definierte Menge wird symmetrische Differenz von
A und B genannt und manchmal durch das Symbol AA B bezeichnet.

Losungshinweise: Wir zeigen zunéchst die Inklusion C und dann die umgekehrte Inklusion D.
,C“Seix e (AUB)\ (AN DB). Ist x € A, so gilt wegen z ¢ AN B schon x ¢ B, und somit folgt
x € A\ B. Analog folgt aus x € B sofort © € B\ A. Insgesamt ergibt dies also z € (A\ B)U(B\ A).
22 Seiz e (A\B)U(B\A). Falls x € A\ B gilt, so folgt t € A C AU B und = ¢ AN B wegen
x ¢ B. Analog schlieft man fiir € B\ A. In jedem Fall ist also x € (AU B) \ (AN B). O

Aufgabe G5 (Ungleichungen)
Bestimmen Sie jeweils die Menge aller z € R, die der Ungleichung

(a) .
E(x—i—G) > |x + 4],
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(b)
34|z +1]

<2
|z —1]

geniigen. Berechnen Sie das Supremum und das Infimum der entsprechenden Lésungsmengen.

Losungshinweise:

(a)

1
x> —4: :>§(:B—|—6)2x+4<:>x§—2.

Also L1, = [—4,-2].

1 14
r<—4: = 5(%4‘6) > —(z+4) o> 5
Also Ly, = [-4, —4).
Lésungsmenge insgesamt: Ly = L1, U L1y = [—%, —2].inf L; = —1—;, sup Lo = —2.

(b) 1. Fall
x>1: =23+ (x+1)<2x—-1)&z>6.

Also Ly = (6,00).
2. Fall

2
—1<z<1: :>3+(:U+1)<—2(a:—1)<:>:c<—§.
Also Loy, = [-1,-2).

3. Fall
r<—-1: =23-(z+1)<2x-1)<z<0.

Also Lye = (—o0, —1).
Loésungsmenge insgesamt:

2
Lo = Log U Loy U Ly = R\ [—5,6].

sup Lo und inf Ly existieren nicht.

Hausiibung
(In der nichsten Ubung abzugeben.)

Aufgabe H1 (Regeln von de Morgan) (3 Punkte)
Es seien A, B und C beliebige Mengen. Zeigen Sie, dass

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

und
AN(BUC)=(ANB)U(ANO).

Losungshinweise:

»C“ Seix e AU(BNC). Zu zeigen ist x € (AUB)N(AUC). Wegen x € AU(BNC) giltz € A
oder x € (BNC).

1. Fall: z € A. Dann gilt x € AU B und = € AU C, insbesondere also z € (AU B)N (AU (C).

2. Fall. e BNC. Danngilt x € Bund z € C, alsoist t € AU B und x € AU C, insbesondere
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alsox € (AUB)N(AUCQ).

D Seiz e (AUB)N(AUC). Zu zeigen ist x € AU (BNC). Im Fall, dass x € A gilt, haben wir
sofort x € AU (B NC). Wir betrachten also den Fall z ¢ A. Wegen z € AUB und z € AUC und
x g A, folgt x € Bund z € C. Also ist x € BN C und somit x € AU (BNC).

Damit ist die erste Behauptung bewiesen. Der Beweis der zweiten Behauptung erfolgt analog. [J

Aufgabe H2 (Vollstandige Induktion) (4 Punkte)
Beweisen Sie die folgenden Behauptungen mittels vollstdndiger Induktion:

(a)

n

1 — p(n+1)
Z:pkzlwi, neN, z#1,
k=0 -t

(b)

n2>2n+1, n > 3.

Loésungshinweise:

(a) Induktionsanfang bei n = 1:

1—
Z:rkzl—FxZ a:‘
1—z

1 2
k=0

Induktionsschritt von n auf n + 1:

n+l n n+1 n-+2
wl—=x 1—=x

D @t =) @t ra™ S e et =

k=0 k=0

O
(b) Induktionsanfang bei n = 3:
3?=9>7=2-3+1
Induktionsschritt von n auf n 4+ 1:
v
n+1)2=n*+2n+1>2n+1+2n+1=4n+2.
Wegen 0 > —2n 4+ 1 gilt
n+2>4n+2-2n+1=2(n+1)+1
und somit
(n+1)%>2(n+1)+1.
O
Aufgabe H3 ((Un-)Gleichungen) (3 Punkte)

Gegeben sind die folgenden Gleichungen bzw. Ungleichungen:
e =7x—4, |[4x+5|=3,

22 —3x—18>0, |z+3|+|z+1] < 10.

(a) Bestimmen Sie die Losungsmenge dieser Gleichungen fiir x € R (Menge der reellen Zahlen).
Bestimmen Sie danach das Supremum und das Infimum dieser Mengen.
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(b) Wie éndert sich diese Losungsmenge, wenn man = € Q (Menge der rationalen Zahlen), = € Z
(Menge der ganzen Zahlen) bzw. z € N (Menge der natiirlichen Zahlen) voraussetzt?

Loésungshinweise:

(a) i

lle=Tr -4 x=-1
Also Ly = {-1}. supLy =inf L; = —1.

ii.
5 1 5
x2—1:>41‘+5:3<:>93:—§; $<—Z:>4m+5:—3<:>ﬂc:—2.

Also Ly = {-2, —%} sup Lo = —%,infLQ = -2

iii. Die Nullstellen sind 21 = —3, x93 = 6, somit ist Lz = R\ (—3,6). Supremum und Infimum
von L3 existieren nicht.

iv. 1. Fall
r>-1=(x+3)+(z+1) <10z < 3.

Also L4 = [-1,3).
2. Fall
3<z<-1=(z+3)—(x+1) <102 < 10.

Also Ly, = [-3,-1).
3. Fall
r<-3=>—-(r+3)—(z+1)<10& -7 <.

Also Ly = (—7,-3).
Losungsmenge insgesamt:

Ly = Lyg ULy ULy = (—7, 3).

sup Ly = 3, inf Ly = —7.

(b) Setzt man z € Q, x € Z oder x € N voraus, so ergeben sich die zugehorige Losungsmengen
durch die Schnittbildung von L; mit Q, N oder Z.

i LiNQ=L1NZ= Ly,

LiNN = 0.
il. LoNQ = Lo, LQQZ:{—Q},
LyNN = 0.

. LsNQ ={zr € Qa < -3und x > 6}, LsNZ = {x € Z| + < -3 und = > 6},
LsNN={z € N| 2 > 6}.
iv. LiNQ ={z € Q| —7 <z < 3}, LynZ = {—6, -5, —4, —3,-2,—1,0,1,2}, LsNN = {1,2}.



