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err. Punkte

Falten Sie bitte vor dem Abgeben das Aufgabenblatt HIER und legen Sie Thre Losungen hinein.

Wichtig: Schreiben Sie Thren Namen auf jedes verwendete Blatt, nummerieren Sie alle Seiten.
Bearbeitungszeit: 90 Minuten.

Alle Ergebnisse und Teilergebnisse miissen sorgfiltig begriindet werden.



Aufgabe 1
Bestimmen Sie alle Losungen x € R der folgenden Gleichungen und Ungleichungen.

3
a) |z| < 5.

b) 24 — /&2,

c) cos(x) + cos(—z) + sin(z) + sin(—x) = 2.

Losung:

a) Fir x < —2 ist die Betragsfunktion der linken Seite stets groBer als 0 und der
Bruch der rechten Seite negativ, so dass es in diesem Fall keine Losung gibt. Fiir
x = —2 ist der Ausdruck auf der rechten Seite nicht definiert. Fiir x € (—2,0) gilt
—x < m% & —x(z+2) <3 & 22+ 2r+3 > 0 und dies ist fiir alle z erfiillt,
da 2% + 2z + 3 ein stetiges Polynom ohne Nullstellen in R ist. Fiir x > 0 gilt
r< 25 e’ +2r-3< 06 2 < 1. Alsoist {z € Rz € (=2,1]} die Losungsmenge
der Ungleichung.

2l = /gei2
oSe  _  gut?
8rln2 = (r+2)In8
z(8In2—1In8) = 2In8
2In8  6ln2 6
8In2-I8 52 5

xr =

¢) cos(z) + cos(—x) + sin(x) + sin(—z) = 2 cos(x) + sin(z) — sin(z) = 2cos(z) = 2 =
cos(r) =1= x =2kr mit k € Z.



Aufgabe 2
Es sei f: (—o00,—1) — R eine Funktion mit f(x) = vz? — 1.

a) Zeigen Sie, dass [ streng monoton fallend und damit umkehrbar ist.

b) Bestimmen Sie die Umkehrfunktion von f.

Losung:
a) Firm <zo < —lgit?>ai>1=22-1>22-1>0= /2?2 —-1> /22— 1.
b)

y = Vaz-1
y2 — $2_1
2 = y2—i—1

x = VY2 +1

Wegen z < 0 gilt z = —y/y% + 1 und die Umkehrfunktion lautet f~'(x) = —v/z2 + 1.



Aufgabe 3
Es sei (ay,)nen eine reelle Folge. Beweisen Sie

lim a, =0 <= lim |a,| =0.
n—oo

n—oo

Losung:

lima,=0 < Ve>03dn.eN:|a,—0| <eVn>n,

n—oo

Ve >0 3n. € N:a,| < eVn>n,
Ve > 03dn. € N: ||a,|| < eVn > n,
Ve >0 3n. € N:|la,| — 0] < eVn > n,

lim |a,| = 0.

n—oo

Tt e



Aufgabe 4
aZ+2

Betrachten Sie die rekursive Folge a; = 0 und a,,1 = -—, n €N.

a) Zeigen Sie, dass 0 < a,, <1 fiir alle n € N,
b) Zeigen Sie, dass (a,)neny monoton wichst.

¢) Untersuchen Sie die Folge auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den
Grenzwert.

Losung:

a) Induktionsanfang: Mit a; = 0 gilt 0 < a; < 1.
Induktionsannahme: 0 < a,, < 1 sei richtig.

Induktionsschritt: a,.1 = % < 42 1 phaw. Qpy1 =

a’+2 > 0242 __
3

3 = 3

2

3

b) Esist zu zeigen, dass a,1 > a, und dies ist dquivalent zu a2 Uy, also a? —3a, +
2 > 0. Die Gleichung a? — 3a,, +2 = 0 hat die Lésungen a,, = %:l: % Zwischen diesen
beiden Werten 1 und 2 ist der Ausdruck a? — 3a, + 2 negativ, ansonsten positiv.
Nach a) liegt a,, auBlerhalb dieses Intervalls, also ist die Monotonie bewiesen.

c¢) Die Folge konvergiert, da sie nach oben beschriankt ist und monoton steigt.

lim a, = lima, 1 =a
2
a 2
a = ;_ sad?—3a+2=0=a=1.




Aufgabe 5
Untersuchen Sie die folgenden Ausdriicke auf Konvergenz. Geben Sie gegebenenfalls in a)
und b) die Grenzwerte an.

4n2—2n+17

a) hmnﬂoo (n+1)?

b) lim, . 5.

c) 220:1 5_%

Loésung:
2 17
. 4n2—2n+17 . A-ntie
a) lim,_ . &—"0 = 1lim, oo —5—2% = 4.
) (n+1) Ty

b) Die Exponentialfunktion wichst stérker als jede Potenz von x, d.h. lim, ., % = 00.
Damit gilt lim, o % = lim, . 2 = 0. Sei nun (z,,) eine Folge positiver Zahlen mit
lim,, o x, = oo. Fiir die Folge ?jn = 2In(x,) gilt dann ebenfalls lim, .., y, = o0,
da die Logarithmusfunktion streng monoton wichst mit In(z) > k fiir alle 2 > e*,
wobei k € R beliebig. Da 22 = e folgt

anpr 270 V! 2

— = <1
Qn, 2 Jn+1)! Vn+1

fiir n > 3. Also konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium.




Aufgabe 6
Sind folgende Aussagen wahr oder falsch? Geben Sie gegebenenfalls ein Gegenbeispiel an.

a) Sei >~ a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 2. Dann konvergiert > a,

absolut.
b) (an)nen ist eine Nullfolge = >~ | a,, konvergiert.

c) Seien 21,z € C und arg(z1), arg(z2) € (0,%) = arg(z - 22) € (5

2,7T).

d) Sei f: R — R eine ungerade Funktion = f(0) = 0.

Losung:
a) Wahr.
b) Falsch. Gegenbeispiel: a,, = %

c) Falsch. Gegenbeispiel: z; = 2o = 1 + 1.

)

d) Wahr.



