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Höhere Mathematik 1

6. Übung, Lösungsvorschlag

Gruppenübungen

Aufgabe G16

a)

lim
n→∞

an = lim
n→∞

n2 + 3

5(n2 + 4n)
= lim

n→∞

1 + 3
n2

5 + 20
n

=
1

5
.

b)

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

4n + (−5)n

5n + 6
= lim

n→∞

(4
5
)n + (−1)n

1 + 6
5n

.

Dieser Grenzwert existiert nicht, da alle Teile konvergieren, nur (−1)n nicht. Die Folge
hat zwei Häufungspunkte.

c)

lim
n→∞

cn = lim
n→∞

(1 +
1

n
)2n = lim

n→∞

(

(1 +
1

n
)n

)2

= e2.

Aufgabe G17

a) a0 = 7,
a1 = 1

2
(7 + 7

7
) = 8

2
= 4,

a2 = 1
2
(4 + 7

4
) = 2, 875,

a3 = 2, 6548 . . .,
a4 = 2, 64576 . . ..

b) a1 > 0 und damit ist mit an > 0 auch an+1 > 0, da alle Faktoren des Ausdrucks > 0
sind. Also ist (an)n∈N durch 0 nach unten beschränkt.

c)

a2
n
− 7 =

(

1

2

)2 (

an−1 +
7

an−1

)2

− 7 =
1

4

(

a2
n−1 + 14 +

49

a2
n−1

)

− 7

=
1

4

(

a2
n−1 − 14 +

49

a2
n−1

)

=

(

1

2

(

an−1 −
7

an−1

))2

≥ 0.



Induktionsanfang: Es ist a0 = 7 und a1 = 4, d.h. a1 ≤ a0.
Induktionsannahme: an ≤ an−1 sei richtig.
Induktionsschritt: Zu zeigen: an+1 ≤ an, d.h.

an+1 =
1

2

(

an +
7

an

)

≤ an ⇔ a2
n

+ 7 ≤ 2a2
n
⇔ 7 ≤ a2

n
.

Dies ist aber nach obiger Rechnung richtig, also fällt (an)n∈N monoton.

d) Die Folge konvergiert, da sie beschränkt nach unten ist und monoton fällt.

lim
n→∞

an = lim
n→∞

an+1 = a

a =
1

2

(

a +
7

a

)

⇔ 2a = a +
7

a
⇔ 2a2 = a2 + 7 ⇔ a2 = 7 ⇒ a =

√
7.

Aufgabe G18

a)

an =
√

7n + 2 −
√

7n =
(
√

7n + 2 −
√

7n)(
√

7n + 2 +
√

7n)
√

7n + 2 +
√

7n

=
7n + 2 − 7n

√
7n + 2 +

√
7n

=
2

√
7n + 2 +

√
7n

→ 0

für n → ∞.

b) bn = n2−n. Es ist klar, dass bn ≥ 0 ist. Für die Monotonie gilt:

bn+1

bn

=
n + 1

n

2n

2n+1
=

(

1 +
1

n

)

1

2
< 1

für n > 1. Es folgt, dass bn von unten beschränkt ist und monoton fallend mit
limn→∞

bn+1

bn
= 1

2
, also bn → 0 für n → ∞.

c) cn = π
n

n!
und π

k
< 1 für alle k ≥ 4, also gilt

cn =
πn

n!
=

π · · ·π
n(n − 1) · · · 2 · 1

=
π

n

(

π

n − 1
· · ·

π

4

)

π

3

π

2
π

<
π

n

π3

6
=

π4

6n
→ 0,

für n → ∞.

d) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass
∑

n

k=1 k = n(n+1)
2

, also gilt dn = 1
n2

n(n+1)
2

=
1
2

+ 1
2n

→ 1
2

für n → ∞.

Hausübungen

Aufgabe H16

a)

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(

(−1)n +
1

n

)

existiert nicht, da (−1)n nicht konvergiert, aber 1
n
. Als Häufungspunkte ergeben sich

1 und −1.



b)

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

(

2n2 + n + 1

n
−

2n3 + 2

n2

)

= lim
n→∞

2n3 + n2 + n − 2n3 − 2

n2

= lim
n→∞

(

1 +
1

n
−

2

n2

)

= 1.

c)

lim
n→∞

cn = lim
n→∞

6n + (−5)n

5n + 6
= lim

n→∞

(6
5
)n + (−1)n

1 + 6
5n

existiert nicht, da (6
5
)n → ∞.

Aufgabe H17

c1 = 1, c2 =
√

2, c3 =
√

1 +
√

2 = 1, 5537 . . .

Vermutung: cn steigt monoton.
Induktionsanfang: c1 ≤ c2.
Induktionsannahme: cn−1 ≤ cn.
Induktionsschritt: cn =

√
1 + cn−1 ≤

√
1 + cn = cn+1.

Für die Beschränktheit gilt:

cn ≤ 2 ⇔
√

1 + cn−1 ≤ 2 ⇔ 1 + cn−1 ≤ 4 ⇔ cn−1 ≤ 3

(mit Induktion sieht man c1 < 2 ⇒ c2 < 2 ⇒ . . .)
Für den Grenzwert gilt:

lim
n→∞

cn = c = lim
n→∞

cn+1

⇒ c =
√

1 + c ⇔ c2 − 1 − c = 0 ⇒ c =
1 +

√
5

2
.

Aufgabe H18

a)

an =
√

n(
√

n + 1 −
√

n) =
√

n
(
√

n + 1 −
√

n)(
√

n + 1 +
√

n)
√

n + 1 +
√

n

=

√
n

√
n + 1 +

√
n

=

√
n

√
n

1

1 +
√

1 + 1
n

=
1

1 +
√

1 + 1
n

→
1

1 +
√

1 + 0
=

1

2

für n → ∞.

b) bn = n!
nn = n

n
· n−1

n
· · · 2

n
· 1

n
und k

n
< 1 für k = 2, . . . , n − 1, also gilt 0 < bn < 1n−2 1

n
=

1
n
→ 0 und bn → 0 für n → ∞.

c) Aus H3 ist bekannt, dass
∑

n

k=1 k2 = n(2n+1)(n+1)
6

, also ist cn = n(2n+1)(n+1)
6n3 = n

3

n3

(2+ 1

n
)(1+ 1

n
)

6
=

(2+ 1

n
)(1+ 1

n
)

6
→ 2·1

6
= 1

3
für n → ∞.



d) dn = nk2−n. Dann gilt dn ≥ 0 und

dn+1

dn

=

(

n + 1

n

)k
2n

2n+1
=

1

2

(

1 +
1

n

)k

,

also gilt dn+1

dn
< 1 genau dann, wenn

(

1 + 1
n

)k
< 2 ⇔ 1 + 1

n
<

k
√

2 ⇔ n > 1
k
√

2−1
. Für

n > N > 1
k
√

2−1
ist die Folge also monoton fallend und deswegen konvergent für jedes

k ∈ N.


