D Systeme von DGLn erster Ordnung

D.1 Vektorfunktionen
Sei iy = y/(x) eine Vektorfunktion, d.h. Abbildung 3 : I — R™, I C R ein Intervall

y!()
glao)=|{
y"i(z)
Ableitung und Integration erfolgen komponentenweise
b
y! () b Jo yW(@)de
j' = o / yla)dr = :
y" () ’ [y (@) da

D.2 Systeme

Ein System von n DGLn erster Ordnung wird gegeben durch Abbildungen f; : R**! — R

yt = W, gty

gl = flg g i)
in Kurzschreibweise mit f R R®
y' = f(z,9)
Aus einer DGL 4" = f(z,vy,y') wird durch y!! =y, y!? =4/ das System
1,

l 1
y i = f(a,yM, yl?)

D.3 Picard-Lindelof

—

Satz D.1 Existenz und Eindeutigkeit. Ist f(z, ) auf I x R"™ stetig und geniigt einer Lip-
schitzbedingung

— —

1/ (2, 91) = Sz, ) || < Li[gh — 2]l

(z.B. falls f nach den y; stetig partiell differenzierbar ist) so hat das

AWP i = fl, ), §(x0) = G

eine eindeutig bestimmte Losung i : I — R™. Insbesondere besagt die Eindeutigkeit

—

Sind i1 und Yo Lisungen des Systems y' = f(z,v) und gilt
U1(xo) = Ya(xo) fiir ein xo € I, so gilt iy (x) = ya(x) fir alle x € 1

Der Beweis ergibt sich wie fiir DGLn erster Ordnung.
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D.4 Systeme linearer DGLn erster Ordnung

Sind die Funktionen f; von der Form
filz, g™y = an ()™M 4 4 (2)y™ 4 bi(2)
so spricht man von einem linearen System und kann es schreiben als

ajr(x) ... ap(x)
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() mit A(z) =

a1 (z) ... apn(2)
Das zugehorige homogene System ist
(o) G = A(x)Yn
Wie bei den linearen DGLn. erster Ordnung zeigt man

Satz D.2 Ist ys eine (sog. spezielle) Losung von (x) so ist y eine Losung von (x) genau
dann, wenn § = g, + s mit einer Losung §, des homogenen Systems (k).

D.5 Fundamentalsystem von Losungen

Lineare Algebra
e Vektorraum V: v+, 17 (r € R)

e Linearkombination v = rv} + ...+ r,U,

® Uy,...,U, erzeugen V
< jedes v € V ist Linearkombination
e Uy,...,7, linear unabhingig
S0=rty+...+rp,nurmitr; =...=7, =0
e Uy,...,U, Basis von V

< linear unabhéngig und erzeugend

e Ist V von endlich vielen Vektoren erzeugt, so hat V' eine Basis

e Je zwel Basen von V haben dieselbe Elementanzahl n = dim V'

e Ist n =dimV < oo, so sind fiir o7, ..., v, € V dquivalent
— U1,..., U, ist Basis von V
— 1, ..., U, sind unabhingig
— U1,...,U, erzeugen V'

— Jedes ¥ € V hat eindeutige Darstellung
U= 7"1’(71 + ... +7’n17n



D.5 Fundamentalsystem von Losungen 3

o dimR" =n
Ein Linearkombination von Vektorfunktionen ¥, ..., 4, mit y; : I — R" ist von der Form
v=cyi(x)+ ...+ cnyn(r) furallez el
mit Konstanten ¢y, ..., ¢, in R. Es gilt

e Jede Linearkomination von Losungen des homogenen Systems (k) ist ebenfalls
Losung von (xx).

In der Tat
37/:Clgll+...+cmgm/:ClAgl—F...—i-CmAgm:A(Clg1+...+0mgm> :Ag

Somit bilden die Losungen von (%) einen reellen Vektorraum V und es stellt sich die Frage
nach den Basen dieses Vektorraums. Hier sind 41, . . . , 4, linear abhdingig genau dann, wenn
es ¢1, ..., Cm gibt, die nicht alle = 0 sind, sodass ¢4 () +. . .+ lin(2) = 0 fiir alle z € 1.
Andernfalls sind sie linear unabhingig. Eine Basis von V| auch Fundamentalsystem von
Losungen von (xx), besteht aus m unabhéngigen Losungen 41, . . ., 4, so, dass jede andere
Losung eine Linearkombination von diesen ist.

Satz D.3 Zu jedem homogenen System (xx) von n linearen DGLn erster Ordnung gibt es
ein Fundamentalsystem v, . .., v, und jedes Fundamentalsystem besteht aus n Ldsungen.
Fiir Losungen 4y, . .., U, von (xx) sind die folgenden Aussagen dquivalent

(1) t1,...,Yn bilden ein Fundamentalsystem

(2) Es gibt xo € I so, dass die Vektoren 3y(xg), . .., Yn(xo) in R™ linear unabhingig sind
(2°) Es gibt xg € I so, dass det(y1(xo), ..., Yn(xo) # 0

(8) Fiir alle xy € I sind die Vektoren y1(xq), ..., Yn(xo) in R™ linear unabhdingig

(3°) Fir alle xo € 1 gilt det(7)(xo), ..., Yn(zo) #0

(4) Jede Lisung i von (xx) ist Linearkombination der yy, ..., Uy,

Beweis. Ist I ein kompaktes Intervall, so konnen wir den Satz von Picard-Lindel6f anwen-
den

[A(z)5 — A(@) 2| = [|[A(z) (71 — g2)[| < L|gr — ]|
mit L = max{|a;;j(x)| | i,7 < n, x € I}. Andererseits konnen wir zu jedem x, und n
unabhéngigen Vektoren i, ..., U0 in R" diese als Anfangswerte vorgeben und erhalten
somit n unabhéngige Losungen 4, . .., ¥,: ¥; ist die Losung des

AWP i = A(@)y, (zo) = ¥jo
Ist ¥ nun eine weitere Losung von (), so gibt es Konstanten ¢y, ..., ¢, in R mit
Y(zo) = 1o + - .- + o = 1¥1(20) + . .. + cu¥n(o)
da ja 110, - - ., Yno Basis von R" ist. Aus der Eindeutigkeit folgt
y(x) =gy (z) + ...+ cpyn(x)  fiir alle z
Das beweist auch, dass (1) aus (2) folgt. Ebenfalls aus der Eindeutigkeit folgt sofort



e Sind die ; Losungen von (sx) und y(zo) = c191(z0) + . . . + ¢n¥m (o) fiir ein o € 1
so gilt ¥(z) = 191 (x) + . .. + cm¥m(z) fiir alle x € 1.

Also folgt (2) aus (2). Dass (2) und (2’) sowie (3) und (3’) Aquivalent sind, weiss man aus
Mathematik II, Lineare Algebra. Ebenso, dass alle Basen dieselbe Elementanzahl n haben
und dass dann n Vektoren, die den Raum aufspannen, immer schon eine Basis bilden. [

D.6 Lineare DGL n-ter Ordnung
Eine lineare DGL n-ter Ordnung ist von der Form
ao(x)y + ar(x)y' + ...+ an(2)y™ = b(x)

Diese iibersetzen wir in ein System vermoge

yW =y, P =y .yl =y
0 10 ... 0 0
3 0 0 1. o | o

B ao(x) o () B an;l () b(:c)
an () an () T an () an ()

Damit konnen wir (fiir a,(x) # 0) die Ergebnisse iiber lineare Systeme erster Ordnung
anwenden. Dem homogenen System entspricht dabei die homogene DGL

ao(2)y + ar(2)y + ... + an(z)y™ =0

Fiir n Losungen v, ..., y, dieser homogenen DGL bilden wir entsprechend (2’) und (3)
des Satzes die Wronski-Matrix

B oW B
W(x) _ y1:37 Yo\ T Y :f
vV @) V@) ()

det W (x) heisst auch Wronski-Determinante. Dann sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent

(i) y1,--.,Yn ist ein Fundamentalystem
(i) det W(zo) # 0 fur ein zo € [
(iii) det W(x) # 0 fiir alle x € 1

(iv) Jede Losung y der homogenen DGL ist Linearkombination der vy, ..., y,

Insbesondere ist die Existenz mindestens eines Fundamentalystems v, ..., ¥y, gesichert
und die Losungen der inhomogenen DGL ergeben sich aus einer speziellen Losung y; als

Yy=cyr+...CYn + Ys



