Satz von Picard-Lindelof

Satz 0.1 f(x,y) sei stetig auf dem Streifen S = {(x,y) | v € [xo—b, xo+a]} und geniige
dort der Lipschitzbedingung

[f(@,91) = f(@,92)] < Llys — v

Dann hat das AWP y' = f(x,y), yo = y(xo) eine eindeutig bestimmte Losung y : [xg —
b, xo + =] — R.

Integralgleichung. Das AWP ist dquivalent zu

@>mw=m+/3wwmw

o

In der Tat, nach dem Hauptsatz

ym—wm:/szfﬁmwmd

Umgekehrt ist das Integral als Funktion der oberen Grenze differenzierbar und es gilt
a x
5y ot | f(t y(0)dt) = f(z,y(x))
x 0

Picard-Iteration. Nidherungslosungen der Integralgleichung (%) werden durch Iteration be-
stimmt

Yol (T) = Yo,  Ypnr1() = Yo + / F(E, ypm (2))dt
o
Das konnen wir auch so notieren
Yio) = Yo, Y1) = T (Yim)
mit dem Operator

T@=m+/7wmmw

Dass y eine Losung der Integralgleichung (x) ist, bedeutet dann gerade, dass y ein Fizpunkt
von T ist

Ty) =y
Beispiel: ¢ =y, y(0) =1
Yoy =1, Yy = R
k=0
z n 1 i n+1 1 i
0 f=0 k=0

Die Losung von (%) wird dann als Limes der Niherungen bestimmt

y(z) = lim yp,(v)

n—oo



im Beispiel also y(z) = e”.

Banachscher Fixpunktsatz. Wir beschreiben zunéchst ein analoges Vorgehen fiir eine Ab-
bildung 7' : G — G, wobei G C R", z.B. n = 2, abgeschlossen. Wir setzen voraus, dass T’
kontrahierend ist, d.h. es gibt Konstante K < 1 mit

|T(z) =T ()| < K|z —2'|| fiir alle z,2" € G
Insbesondere ist T' Lipschitz-stetig. Wir behaupten nun

e Es gibt ein eindeutig bestimmtes ., € G mit T() = To (Fixpunkt) und fiir jedes
xo € G konvergiert die rekursiv definierte Folge x, 11 = T'(z,) gegen Z ..

Beweis. Die z,, bilden eine Cauchy-Folge, da fiir n < m

m—1 m
l2n = 2l < Nk = zpa | <D K|l — 21]] — 0 fiir n— o0
k=n k=n

wie man von der geometrischen Reihe weiss. Also gibt es

Too = lim z,

n—oo

und wegen der Stetigkeit folgt
T(Zo) = Too

Ist nun auch 7'(x) = z, so
{z — 2ol = [T(z) = T(2s)|| < K[z — o]
also r = v da K < 1.
Wir betrachten nun den Funktionenraum
G=A{y|y: |z, vo+ a] — R stetig }

mit dem Abstand

lyr = yoll = max{|y: () = ya(2)| |2 € [20, 2o + al}

Der obige Beweis gilt hier ganz entsprechend:
Yoo = lim ¥,

bedeutet hier, dass die Funktionenfolge v, gleichmdf$ig gegen die Funktion y konvergiert.
Inbesondere gibt es zu jeder Cauchy-Folge y,, eine stetige Funktion y, die der eindeutig
bestimmte Limes dieser Folge ist. Der Fixpunktsatz und sein Beweis iibertragen sich Wort
fiir Wort.

Beim Beweis des Satzes von Picard-Lindelof setzen wir nun voraus, dass al = K <
1 - indem wir das Intervall passend einschréinken - und zeigen, dass der Operator T
kontrahierend ist

170 =Tl < [ 17 0 = £ Ol < [ 2in@) = ol

o



< [ Dl = wellidt < aLlls = well = Kl = e

0
Damit kénnen wir den Fixpunktsatz anwenden, d.h. es gibt ein eindeutig bestimmtes 1o,
mit
T(Yoo) = Yoo

das bedeutet aber dasselbe, wie die Losung der Intergralgleichung (%) und damit des
gegebenen AWPs.

Fiir beliebiges a zerlegen wir [zg, xo + a] in Teilintervalle [z, xx41], auf die wir obigen
Beweis anwenden konnen (d.h. (zp1; — x;)L < 1) und lésen iterativ die AWPe

AWP, .y = f(z,y), y(zg) = wp, y: [Tk, Tppa] = R

wobei ug = yo und uy, = y(zy) fiir die Losung y des AWPy_;. Ensprechend verfahren wir
fiir [zg — b, x0]. Setzt man die Losungen zusammen, so erhélt man die Iterationsfolge der
Néherungsosungen nach Picard

Yo () = Yo, Ymt1(T) = Yo +/ f(t ym(t))dt, =€ |z —0b, zo + a

und die Losung des AWP

y(l’) = lim y[n](x)> LS [xO - b, To —|—CL]

n—oo

Ein Problem besteht jedoch darin, die Integrale zu bestimmen.



