A Beispiel: Lineare DGL

A.1 Homogene DGL

Yy =Ty
Ansatz:
y = Kel'@®
Es folgt
r_ P(z) p/ / _ _ 1 2
y = Ke"\WP(z), Pl(r)=ur, P(a:)—§x +C
Allgem. Lsg. )
Ynh = KGEmZ
Alternativ: Trennung der Veranderlichen
Singuére Losung y = 0. Fiir y # 0:
0 10 1 10
a—y:xy(:)—a—y:x(:)—dy:——ydx:xdz
Y y Ox y y Ox

1 1
<:>ln|y|:/§dy:xdx:§x2+0

1. Fally >0
Iny = %SEZ +C, y= 37 +0 — O3’
2. Fally <0
In—y = 1x2 +C, y= e38+C _ _ oCp3a’

2

A.2 Inhomogen lineare DGL

Variation der Konstanten. Ansatz

2

N|=

Ableiten: v/ = K'(z)e2” + K(z)ze

Einsetzen in DGL: v, = 2K (z)e2*” + z
Gleichsetzen: K'(z)ez®” = x

Auflosen: K'(z) = ze 2%

2

Integrieren: K (z) = /xe_éx e LU
Wihle C = 0. Riickeinsetzen in Ansatz
Spezielle Losung: y, = K(x)e%x — e 373 —

Probe: y. =0=z(—-1)+
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Allgemeine Lsg. L

Yy=yntys=Kex* —1
Alternativ: Ansatz vom Typ der rechten Seite:

=Arx+ B
Ableiten: y. = A
Einsetzen in DGL: y, = 2(Ax + B) + 2 = A2* + (B + 1)x
Gleichsetzen: A = Ax* + (B + 1)x
Koeffizientenvergleich: A =0, B = —1
Spezielle Losung: y, = —1

A.3 Anfangswertproblem

(AWP)
AWP o =uwzy, y(0)=y = Kei” o K = Yo

y(1) = yo == Ke2™* & K = ype~

N[

AWP o —ay+ =, y(()):yo:Ke%O2 -1 K=y+1
y(l) =yo = Kei¥’ — 1o K = (yo + 1)6_%
B Differentiale

B.1 Diffeentiale

Fiir eine auf [a, b] definierte und differenzierbare Funktion y = f(t) ist das Differential an
der Stelle p € [a, b] die homogen lineare Funktion

afpd) = Ly at=Par dtep—a<di<b di£0

ot ot
oder wenn man die Stelle p nicht explizit erwéahnt
Ay
dy = —=dt.
Y o

Das Differential an der Stelle p ist natiirlich schon dann bekannt, wenn man es fiir ein
einziges dt # 0 kennt.

Seien nun = = z(t) und y = y(t) auf [a, b] differenzierbar und sei y eine differenzierbare
Funktion von z, also nach der Kettenregel

y(0) =y = u(a) = y(x(1), Zp) = L) - o)
dy oy ox Oy

dy(p, dt) = 8t() dt = ax(x(p))' 815() dt = ax( z(p)) - dz(p, dt)

d.h. wir kénnen dy(p) auch als Differential bzgl. = verstehen. Dementsprechend haben wir
die folgende Konsistenzvoraussetzung fiir den problemlosen Umgang mit Differentialen
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* Alle betrachteten Grofien sind stetig differenzierbare Funktionen einer vorgegebenen
unabhéngigen Variablen ¢ € [a, b].

Dann gilt unzweideutig

y
dy = %dx
wie auch immer y = y(z) differenzierbare Funktion von z, und
Iy dy
— falls —

D)= L) talls 2(p) £0

dy ox

—(p) =0 falls —(p) =

8:17( p) =0 falls at( p) =0

B.2 Intergration

Der folgende Satz fasst die iiblichen Integrationsregeln zusammen und zeigt, dass das
sogenannte “formale Rechnen” legitim und sinnvoll ist, wenn die Konsistenzbedingung
fiir Differentiale erfiillt ist. Der Vorteil dieser Rechnung ist die intuitive Notation und die
Option, die Argumentwerte weitgehend zu unterdriicken (da diese iiber die Abhéngigkeit
von t gekoppelt sind).

Satz B.1 Seien x = x(t), y = y(t) und z = 2(t) auf |a,b] differenzierbar und f(zx), g(y),
h(z) stetige Funktionen auf den jeweiligen Wertebereichen. Fir die Differentiale gelte

f(2(p))dz(p) = cg(y(p))dy(p) + h(z(p))dz(p) fir alle p € [a, ]
kurz  f(z)dz = cg(y)dy + h(z)dz
Dann gilt: Fir alle Stammfunktionen F', G, H von f, g bzw. h gibt es eine Konstante C'
mat
F(z(t)) = cG(y(t) + H(2(t)) fir alle t € [a,b]

/f(:v)dx = C/g(y)dy+/h(z)dz +C

Beweis. Nach Voraussetzung haben wir

Oz B 0
flz )atdt—cg( )a‘;’dwh( )a';d

kurz

also
6(0) = 1) 08 = eg() 2+ h(z) 0o

Dann OF  OF 0
X
o = or ot = f(x)— = o(t)
oG +H) _ 9G  OH _

ot “or "o
8G Oy  OHOz _ Ay 0z
oyt T oo - WG HhEg = o)
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C Satz von Picard-Lindelof

Satz C.1 f(x,y) sei stetig auf dem Streifen S = {(z,y) | © € [xg—b, o+ al} und geniige
dort der Lipschitzbedingung

|f(:c,y1) - f(x7y2)‘ < L‘yl - y2‘

Dann hat das AWP y' = f(x,y), yo = y(xo) eine eindeutig bestimmte Losung y : [xo —
b, xo + 2] — R.

Integralgleichung. Das AWP ist dquivalent zu

@>mwzm+/3mmmw

o

In der Tat, nach dem Hauptsatz

ym—mmszmz/V@mmd

Umgekehrt ist das Integral als Funktion der oberen Grenze differenzierbar und es gilt
a €T
—(o+ | f(t y0)dt) = flz,y(@)
x 0

Picard-lteration. Ndherungslosungen der Integralgleichung (x) werden durch Iteration be-
stimmt

(@) =0, ven(e) =0+ [yt
xo
Das konnen wir auch so notieren
vio) = Yo, Y] = T(Ypm)
mit dem Operator

T@:m+/7@wm&

Dass y eine Losung der Integralgleichung (x) ist, bedeutet dann gerade, dass y ein Fizpunkt
von T ist

T(y) =y
Beispiel: ¢ =y, y(0) =1
Yo =1, Y = i
k=0
z n 1 . n+1 1 .
%o k=0 k=0

Die Losung von (%) wird dann als Limes der Néherungen bestimmt

y(z) = lim yp,(v)

n—oo



im Beispiel also y(z) = e*.

Banachscher Fixpunktsatz. Wir beschreiben zunéchst ein analoges Vorgehen fiir eine Ab-
bildung 7' : G — G, wobei G C R", z.B. n = 2, abgeschlossen. Wir setzen voraus, dass T’
kontrahierend ist, d.h. es gibt Konstante K < 1 mit

|T(z) — T (2| < K||lx—2'| fiir alle z,2" € G
Insbesondere ist 1" Lipschitz-stetig. Wir behaupten nun

e Es gibt ein eindeutig bestimmtes 2., € G mit T(2,) = T (Fixpunkt) und fiir jedes
xo € G konvergiert die rekursiv definierte Folge x,1 = T'(z,) gegen o..

Beweis. Die x,, bilden eine Cauchy-Folge, da fiir n < m

m—1 m
20 = 2ol <D ok = 2| <D K|l — 21]] — 0 fiir n — oo
k=n k=n

wie man von der geometrischen Reihe weiss. Also gibt es

Too = lim z,

n—oo

und wegen der Stetigkeit folgt
T(Too) = Too

Ist nun auch T'(x) = =, so
{z — 2| = [[T(z) = T(20)|| < Kz — 2]
also r =2 da K < 1.0
Wir betrachten nun den Funktionenraum
G=A{y|y: [z, xo + a] — R stetig }

mit dem Abstand

lyr = yal| = max{|y: () — ya(2)| | = € [0, 2o + a}

Der obige Beweis gilt hier ganz entsprechend:
Yoo = liM ¥,

bedeutet hier, dass die Funktionenfolge v, gleichmdf$ig gegen die Funktion y konvergiert.
Inbesondere gibt es zu jeder Cauchy-Folge y,, eine stetige Funktion y, die der eindeutig
bestimmte Limes dieser Folge ist. Der Fixpunktsatz und sein Beweis iibertragen sich Wort
fiir Wort.

Beim Beweis des Satzes von Picard-Lindelof setzen wir nun voraus, dass al = K <
1 - indem wir das Intervall passend einschranken - und zeigen, dass der Operator T
kontrahierend ist

1700 = TG < [ 1500~ S0 o)kt < [ Lin@) = )l

o
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< [ Dl = welldt < aLlls = well = Kl ~ e

0
Damit kénnen wir den Fixpunktsatz anwenden, d.h. es gibt ein eindeutig bestimmtes vy,
mit
T (Yoo) = Yoo

das bedeutet aber dasselbe, wie die Losung der Intergralgleichung (%) und damit des
gegebenen AWPs.

Fiir beliebiges a zerlegen wir [zg, 2o + a] in Teilintervalle [xy, 2441], auf die wir obigen
Beweis anwenden konnen (d.h. (zg41 — xx)L < 1) und l6sen iterativ die AWPe

AWP, ' = f(z,y), y(on) = wk, y: [2g, 2] = R

wobei ug = yo und uy = y(xy) fir die Losung y des AWP,_;. Ensprechend verfahren wir
fir [xo — b, x0]. Setzt man die Losungen zusammen, so erhilt man die Iterationsfolge der
Néherungsosungen nach Picard

Yo (%) = Yo,  Yms1)(®) = Yo +/ [ty (t)dt, € [xg — b, 29+ al
o

und die Losung des AWP
y(z) = lim yp(x), =z € [vo—b, 1o+ al

n—~0o0

Ein Problem besteht jedoch darin, die Integrale zu bestimmen.

D Systeme von DGLn erster Ordnung

D.1 Vektorfunktionen
Sei ¢ = y(x) eine Vektorfunktion, d.h. Abbildung % : I — R"™ I C R ein Intervall

y!(x)
y(z) = :
yl"(z)
Ableitung und Integration erfolgen komponentenweise
b
y' (x) b [, y(z)da
y' = : : / y(z)dr = :
yn () ‘ [yl (@) da

D.2 Systeme

Ein System von n DGLn erster Ordnung wird gegeben durch Abbildungen f; : R*™ — R

yl’ = W, M, oyt

y’ = iyl gt
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in Kurzschreibweise mit f : R"*! — R"

—

y' = f(z,9)
Aus einer DGL 4" = f(z,y,y') wird durch y!!! =y, yl? =4/ das System

y[ll’ = y[l}

y @ = f(a,yM, yl?)

D.3 Picard-Lindelof

—

Satz D.1 Existenz und Eindeutigkeit. Ist f(z, ) auf I x R"™ stetig und geniigt einer Lip-
schitzbedingung

— —

1S (2, 91) = f (@, ) || < Lijgh — 2]l

(z.B. falls f nach den y; stetig partiell differenzierbar ist) so hat das
AWP ' = fla. ), §(xo) = G

eine eindeutig bestimmte Losung i : I — R™. Insbesondere besagt die Eindeutigkeit

(x,9) und gilt

Sind 1, und jo Losungen des Systems iy’ = Y
Uo(x) fiir alle x € 1

y1(xo) = Ya(xo) fiir ein xzo € I, so gilt iy (x)

—

Der Beweis ergibt sich wie fiir DGLn erster Ordnung.

D.4 Systeme linearer DGLn erster Ordnung

Sind die Funktionen f; von der Form
fila, gty = aq ()™M + .+ a(2)y™ + ()
so spricht man von einem linearen System und kann es schreiben als

CLH(IL’) aln(x)
(%) §' = A(z)f + b(z) mit A(z) = :

a1 () ... apn(2)

Das zugehorige homogene System ist
(o) Gn” = A2)Gn
Wie bei den linearen DGLn. erster Ordnung zeigt man

Satz D.2 Ist 5 eine (sog. spezielle) Losung von (x) so ist i eine Lisung von (x) genau
dann, wenn § = 4, + s mit einer Losung §, des homogenen Systems (k).
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D.5 Fundamentalsystem von Ldsungen

Lineare Algebra
e Vektorraum V: v+, 17 (r € R)

e Linearkombination v = r1v; + ...+ r,u,

® Uy,..., 17, erzeugen V
& jedes v € V ist Linearkombination
e U,...,7, linear unabhingig .
S0=rt)+...+rpU,nurmitr; =...=7, =0
e Uq,...,7, Basis von V'

& linear unabhéngig und erzeugend

e Ist V von endlich vielen Vektoren erzeugt, so hat V' eine Basis

e Je zwel Basen von V haben dieselbe Elementanzahl n = dim V'

e Ist n =dimV < oo, so sind fiir v7,..., v, € V dquivalent
— U1,..., U, ist Basis von V
— U1,...,U, sind unabhéngig
— U1,..., U, erzeugen V'

— Jedes ¥ € V hat eindeutige Darstellung
U= 7”1’(71 + ... +7’n17n

e dimR" =n
Ein Linearkombination von Vektorfunktionen i, ..., ¢, mit 7/; : I — R" ist von der Form
y=cyi(x)+ ...+ cpyn(r) firallexz el
mit Konstanten cy, ..., ¢, in R. Es gilt

e Jede Linearkomination von Losungen des homogenen Systems (xk) ist ebenfalls
Losung von ().

In der Tat
U =an'+. ... 4 cnfn =caAth + ...+ cnAlm = Alaith + ...+ cnlim) = AY

Somit bilden die Losungen von (%) einen reellen Vektorraum V' und es stellt sich die Frage
nach den Basen dieses Vektorraums. Hier sind 1, . . ., Ui, linear abhdngig genau dann, wenn
es cy,...,Cny gibt, die nicht alle = 0 sind, sodass c171(z)+. . .+ cp¥m () = 0 fiir alle z € 1.
Andernfalls sind sie linear unabhdingig. Eine Basis von V', auch Fundamentalsystem von
Losungen von (%), besteht aus m unabhéngigen Losungen 7, . . ., ¥, so, dass jede andere
Losung eine Linearkombination von diesen ist.
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Satz D.3 Zu jedem homogenen System (xx) von n linearen DGLn erster Ordnung gibt es
ein Fundamentalsystem v, . .., vy, und jedes Fundamentalsystem besteht aus n Ldsungen.
Fiir Losungen 4y, . .., U, von (xx) sind die folgenden Aussagen dquivalent

(1) 1, ..,Yn bilden ein Fundamentalsystem

(2) Es gibt xo € I so, dass die Vektoren 3y(xo), . .., Yn(zo) in R™ linear unabhingig sind
(2°) Es gibt xy € I so, dass det(y1(xo), ..., Yn(x0)) # 0

(8) Fiir alle xoy € I sind die Vektoren y1(xq), ..., Yn(xo) in R™ linear unabhdingig

(8°) Fir alle xo € 1 gilt det(y1(xo), ..., Yn(x0)) # 0

(4) Jede Lisung i von (xx) ist Linearkombination der yy, ..., Uy

Beweis. Ist I ein kompaktes Intervall, so konnen wir den Satz von Picard-Lindel6f anwen-
den

[A()gr — A(2)ga|| = | A=) (G2 = G2)Il < Ll|7h = 2

mit L = max{|a;;(x)| | i,7 < n, x € I}. Andererseits konnen wir zu jedem x, und n
unabhéngigen Vektoren i, ..., Um0 in R" diese als Anfangswerte vorgeben und erhalten
somit n unabhéngige Losungen 4, . .., ¥,: ¥; ist die Losung des

AWP i = A(x)y], if(xo) = Fjo
Ist ¢ nun eine weitere Losung von (xx), so gibt es Konstanten ¢y, ..., ¢, in R mit

Y(zo) = 1o + - - - + nlino = 11 (z0) + - .. + ¥ (z0)

da ja 110, - - ., Yno Basis von R" ist. Aus der Eindeutigkeit folgt

—

y(z) = ah(x) + ...+ c,¥n(x) fir alle z
Das beweist auch, dass (1) aus (2) folgt. Ebenfalls aus der Eindeutigkeit folgt sofort

e Sind die y; Losungen von (xx) und y(zo) = c191(z0) + . - . + cmUm (o) fiir ein xg € 1

so gilt ¥(x) = 1y () + ... + () fiir alle z € 1.
Also folgt (2) aus (2). Dass (2) und (2’) sowie (3) und (3’) dquivalent sind, weiss man aus
Mathematik II, Lineare Algebra. Ebenso, dass alle Basen dieselbe Elementanzahl n haben
und dass dann n Vektoren, die den Raum aufspannen, immer schon eine Basis bilden. [

D.6 Lineare DGL n-ter Ordnung

Eine lineare DGL n-ter Ordnung ist von der Form
ao(2)y + a1 (2)y + ... + an(x)y™ = b(z)

Diese iibersetzen wir in ein System vermoge

Y=y yB =y, ..yl =y
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0 1 0 . 0 0
N 0 0 1 . 0 B 0
j' = | g+
__ag (z) _m (z) _ap—1 (z) b(z)
an () an () T an () an ()

Damit kénnen wir (fir a,(z) # 0) die Ergebnisse iiber lineare Systeme erster Ordnung
anwenden. Dem homogenen System entspricht dabei die homogene DGL

ao(2)y + ar(2)y + ... + an(z)y™ =0

Fiir n Losungen vy, . . ., y, dieser homogenen DGL bilden wir entsprechend (2’) und (3’)
des Satzes die Wronski-Matriz

0w B
W(ZL’) _ y1:37 Yo\ T Y :f
y V@) V@) ()

det W (x) heisst auch Wronski-Determinante. Dann sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent

(i) y1,- .., Yn ist ein Fundamentalystem

(ii) det W (xg) # 0 fiir ein zp € [

(iii) det W(x) # 0 fiir alle x € 1

(iv) Jede Losung y der homogenen DGL ist Linearkombination der y, ..., y,

Insbesondere ist die Existenz mindestens eines Fundamentalystems vy, ..., vy, gesichert
und die Losungen der inhomogenen DGL ergeben sich aus einer speziellen Losung y, als

Yy=Ccyr+...CYn + Ys

D.7 Variation der Konstanten

Fiir das System B

y'(x) = Alx)y(z) + b(x)
sei ein Fundamentalsystem 4/ (), . . ., ¥, (z) von Losungen des homogenen Systems 3/’ (x) =
A(z)y(x) gegeben. Wir schreiben das Fundamentalsystem die Spalten einer Matrix

Y(x) = (@) .. gnlx))

Dann ist Y () fiir alle x invertierbar, da det Y (z) # 0. Dass die ¢; Losungen von y”'(x) =
A(x)y(x) sind, driickt man mithlife des Matrizenprodukts auch so aus

Y'(z) == A(z)Y (z)

Wie machen nun fiir eine Losung ¢ des inhomogenen Systems ¢'(z) = A(x)y(z) + b(z)
den Ansatz B
Us = Cr(@)ii(x) + ... + Cu(2) () = Y (2)C ()
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mit

Cy(z)
In der folgenden Rechnung ist die Variable x nicht mitgeschrieben. Nach der Produktregel
folgt aus dem Ansatz - B B -

U'=Y'C+YC' = AYC+YC('
da, wie oben bemerkt, Y = AY ausdriickt, dass die ¢; das homogene System l6sen. Dass
s = Y C' Losung des inhomogenen Systems ist, bedeutet

7. = A, +b=AYC +b
Es folgt durch Gleichsetzung
YC' =bdh Y(z)C'(z) = b(z)

d.h. ein lineares Gleichungsystem fiir die C(z). Ist das DGL-System aus einer linearen
DGL

an(z)y™ + .+ ar(x)y + ao(z)y = (2)

n-ter Ordnung hergeleitet, so hat man das Gleichungsystem

Ci(x) 0
W(z) : = b :
Cl\(z) e}

Das lineare Gleichungsssystem 16st man durch Gauflsches Eliminationsverfahren oder
durch Inversion von Y (z)

C'(z) = Y ' (x)b(x)

Anschliessend bestimmt man die Cj(x) durch Integration der C’(x) und hat dann die
spezielle Losung
s = Cr(x)g1(x) + ... + Cn(2)gn ()

des inhomogenen Systems. Die allgemeine Losung ist dann

y_’: C'ly_'l(x) + ...+ Cn($)gn($) —i—yL Cl, .. .,Cn eR
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D.8 Reduktion der Ordnung

Gegeben eine homogen lineare DGL n-ter Ordnung
L(y) = an(x)y™ + ... 4 ai(z)y’ + ao(z)y =0

Ist eine Losung v = u(x) bekannt, so macht man den Produktansatz y = vu und erhélt fiir
w = v eine DGL M(w) = 0 der Ordnung n — 1: durch Ableiten nach der Produktregel

ym =3 (”k?) LK) ()
und Einsetzen in L
L(y) = L(vu) = vL(u) + M(v")

also
(x) L(vu)=0 & M(w)=0

Ist ws, ..., w, ein Fundamentalsystem fiir M (w) = 0 und hat man durch Integration v;
bestimmt mit
Vh = Wa, ...,V = w,

so erhélt man ein Fundamentalsystem fiir L(y) = 0
y1=u-1=u, yo = uvs,..., Y, = UV,
Wegen () sind dies Losungen und aus
Ciyr + Coya + ...+ Cryp =0
folgt durch Division durch «
Ci+Cwy+...+Chv, =0

und durch Differenzieren
ng2+—|—0nwn20

also wegen Unabhangigkeit der ws, ..., w, nun Cy = ... = (C,, = 0 und dann auch C; = 0.

E Lineare DGLn mit konstanten Koeffizienten

E.1 Charakteristisches Polynom

Gegeben die homogene DGL
L(y) = y" + an1y™ V + ..+ @y + agy =0
mit konstanten Koeffizienten a;. Das Polynom
P(X)=X"+a, 1 X" "+ ...+ X +a

heisst das charakteristische Polynom der DGL.
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Satz E.1
Lly) =0 firy=a""teM

genau dann, wenn A mindestens k-fache Nullstelle von Pr(X) ist.
Beweis durch Induktion iiber k. In Falle £ = 1 haben wir
y = 6)@7 y(l) _ )\le)\x

L(eM) = A"e™ + ap A" £k ag e + e
= (A" + @, N @)+ ag)e™ = Pp(N)e

also
LeM) =0 < P(\)=0

Wir fassen nun L als Differentialoperator auf

L) = ()" )+ ana ()" @) () () + ay)
S () () () a0) () = P )

Sei nun k > 1, also
PL(X) = QX)X =)

Es folgt

PL()0) = Q[ ~ V)]

wobei Q(X) = Py (X) fiir eine DGL M(Y) = 0 der Ordnung n — 1. Fiir y = zf~ el
ergibt sich

PUE) ) = QU5 — M)

_ d k=2 X |, k—1y Az k=1 A _ d g2
= Q(dx)[(k Da" e + 2" de A et = (k 1>Q(dx>[x e’
Nach Induktionsannahme gilt

M(z"2et) = Q(%)[xk_2e)‘] = 0 < X mindestens k-1-fache Nullstelle von Q(X)

Ersteres ist, wie gezeigt, zu L(zF~1e®) = 0 #quivalent, letzters dazu, dass A mindestens

k-fache Nullstelle von Pp(X) ist. OJ

E.2 Unabhangigkeit

Satz E.2 Sind die \q, ..., s paarweise verschieden, so ist die folgende Menge von Funk-
tionen unabhdngig

e k=1, s, r=1,...,my
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Beweis. Man kann das auch so formulieren: Sind die pg(z) Polynome mit

0= Z pk(,’ﬁ)e)\km
k=1

so ist jedes pi(x) das Nullpolynom. Fiir s = 1 haben wir
pi(x)e® =0
also p;(z) = 0 da eM® #£ 0 fiir alle 2. Nun fiir s > 1 Induktion

)\k:c — Zpk )\k:c
Zpk ePe—hs)

und Grad von pg(z)-maliges leferenmeren erglbt

Z qr () e~

mit Polynomen ¢ (z) vom gleichen Grad wie py(x). In der Tat, fiir a # 0 und p # 0 hat
man

@[(axm +..0eM ] = (pax™ 4 ... F)e + ((max™ ' 4. 4)er”

= (pax™ 4+ bx™ 4. )t

also mit Polynom gleichen Grades. Nach Induktionsannahme ist fiir & < s jedes qx(x)
das Nullpolynom, also auch das Polynom py(z) gleichen Grades. Dann ist auch p,(x) das
Nullpolynom. [

E.3 Komplexe Exponentialfunktion

Bezeichne i die imaginiire Einheit, also 2 = —1. Wir definieren fiir A = a+if mit o, 3 € R
y = e = e (cos fr +isinBr) (v €R)

Das konnen wir als Vektorfunktion auffassen

e sin Bx

. . e cos Bz
y = e cos fx + e sin fx = ( s )

also
) = (ae‘” cos fx — [Fe** sin ﬁx)

ae*® sin fx + [$e** cos fx
= (€™ cos fxr — [ sin ) + i(ae™ sin fx + e cos fr)
= e™|acos fx + ifisin fx + iasin Bz + i cos [z
= ™ (a 4 if3)[cos Bz + isin fz] = A

y=eM =y =XMfiir \cC, z€R
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E.4 Komplexes Fundamentalsystem

Satz E.3 Zu einer homogenen DGL L(y) = 0 n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizien-
ten erhdlt man ein Fundamentalsystem mait den komplexwertigen Funktionen

2" 1eM X mindestens k-fache Nullstelle von Pp(X)

Beweis. Fiir konstante Koeffizienten (auch solche in C) gelten Sétze E.1 und E.2 und
der Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare DGLn entsprechend fiir komplexwertige
Funktionen y. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist aber Pp(X) ein Produkt von n
Linearfaktoren X — A, also erhélt man nach Satz E.1 und E.2 n unabhéngige Losungen
und damit ein Fundamentalsystem. [

E.5 Reelles Fundamentalsystem
Fiir eine komplexe Zahl z ist die konjugierte definiert als
Z=a—bi, z=a+bimita,beR

Es gilt

N
_l’_
g
Il
|
_|_
E
N
g
Il
18]
S

und es folgt

PA) =0« P()\) =0 P(X) reelles Polynom

Lemma E.4 Fir A\ = a+if gilt

1 X 1 X
e cos Bz = Re e = 5(6” + M), e sinBr = ImeM = ?(e’\x — )
i

Beweis.

N = e (cos Bz — isin fz) = e**(cos — Bz + isin —fz) = ™
Satz E.5 Fine DGL mit konstatnen Koeffzienten in R hat ein Fundamentalsystem beste-
hend aus den folgenden reelen Funktionen

2" 1M\ € R mindestens k-fache Nullstelle von Pp(X)

2F71e cos B = Re (2% 71eM), 2 1e® sin B = Im(aF~te?)
A= a+if &€ R mindestens k-fache Nullstelle von Pr(X)

Beweis. Aus dem komplexen Fundamentalsystem ergibt sich ein System von n Losungen,
indem man nach dem Lemma zwei konjuierte komplexe Losungen nach dem Lemma durch
reelle Funktionen ersetzt, die als Linearkombinationen (mit komplexen Koeffizienten) wie-
der Losungen sind. Die Gesamtzahl ist unverdndert n. Da man aus den reellen Losungen
die komplexen wieder als Linearkombination (mit Koeffizienten 1,7) zuriickerhilt, gilt
nach wie vor Unabhéngigkeit iiber C, also erst recht iiber R. Daher hat man ein Funda-
mentalystem. [
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E.6 Inhomogene DGL: Ansatz von Typ der rechten Seite

Ist die rechte Seite der DGL eine Summe, so benutze man das offensichtliche

Lemma E.6 L(y,) = b(ys) und L(y.) = c(y.) folgt L(y) = b(y) + c(y) fir y = yo + ye-

Neben der Variation der Konstanten fiihrt in bestimmten Féllen der Ansatz von Typ der
rechten Seite zum Erfolg:

Satz E.7 Gegeben aj,b, € R und DGL L(y) = y™ + a,_1y™ Y + ...+ a1y + ag = b(z)
mat

e AeR
m e cos fBr A=a+1
bw) = (b +brw 4 A ba™) - e‘”sin/gft )\:a+ig
e*(cos fx +sinfr) A=a+if
Dann gibt es eine reelle Losung y von L(y) = b(x) von der Form
Y
) Rey
y= Imy
Rey+1Imy

wobel
§=a"Bo+ ...+ Bp)e  falls X k-fache Nullstelle von Pp(X)

B; €R falls N € R, B; € C falls A€ C
Die B; kann man aus der DGL L(g) = b(g) bestimmen.

Beweis. Zunéchst eine einfache Voriiberlegung:

(¥) Gegeben A, pu € C, und Polynom ¢(z). Dann gibt es ein Polynom r(z) mit

d j Az . = Grad(q(z)) falls A\ #
(a — p)[r(x)e™] = q(z)e mit Grad(r(z)) { < Grad(g(x)) +1 falls A =
In der Tat, fiir r(z) = rz' + ... + ryz + 79 hat man

(& W) = (@) + Mr(@)e™ = (A= p)r()e + 7' (@)

= A=)t + (A= pwrey i)™ 4 (= p)ry 4 2r0)z + (A — p)rg + 1y
Setzt man dies gleich zu dem gegebenen
q(2) = g™ + guorz™ oz + g, @ #0

so folgt fiir A # p dass m = [ und fiir A = p dass m <[+ 1. In beiden Féllen kann man
70,71, ..., m rekursiv aus den ¢; bestimmen.

Der Beweis des Satzes erfolgt nun durch Induktion iiber den Grad von Pp(X). Sei

q(x) =bpx™ +...+by by, #0
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Wir zeigen, dass es ein Polynom p(z) vom Grad < m + k gibt so, dass y = p(x)e’ eine
Losung der DGL ist, also

P 0)lp(@)e] = a()e™

Wenn Pp(X) eine Konstante ist, ist die Aussage trivial. Sei nun p eine Nullstelle von
Pp(X), also Pr(X) = (X — p)Q(X) mit Q(X) von um 1 kleinerem Grad. Nach (x) gibt
es ein Polynom r(x) vom Grad m falls 1 # A bzw. vom Grad < m+1 falls u = X so, dass

d

(- = Wlr()e] = ala)e™

Nun ist A k-fache Nullstelle von Q(X) falls u # A und k-1-fache falls p = A. Nach
Induktionsannnahme gibt es also ein Polynom p(z) mit

ot < { S0 1 B
so, dass
Q) p(a)e™] = r(a)e™
und es folgt
d d d q

Az el Az (. R Azy (. Az Az
L)) = P p@)e] = (5~ QD )p(a)e™] = (- — p)[r(x)e™] = gla)e
Dabei hat p(x) Grad <m+kbzw. <m+1+k—-1=m+k.

Wir schreiben nun
p(z) = Co+ Crz+ ...Ch_12° " + Boz® + by 4+ . 4+ Bzt

und haben gezeigt
L(ys) = b(x)  fiir y, = p(a)e™

Da man fiir die homogene Gleichuung L(y) = 0 die Losungen e, ... z*~1e* hat, ist
Yy = (Co + Chix + .. .Ck_lxm_l)e)‘m

Losung von L(y,) = 0 also ist

Gy =ys — yn = 2" (Bo + Bix + ... + ba™)e

Lésung von L(j) = b(z). Damit ist fiir A € R der Beweis gefiihrt. Im zweiten und dritten
Fall (komplexe A und B; ) erhélt man die reellen Losungen durch Ubergang zu Real bzw.
Imaginérteil, im vierten zusétzlich durh Anwendung des Lemmas. [
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E.7 Operatormethode

Der vorangehende Beweis fiihrt zu einer Methode zur Bestimmung eine particuldren
Losung, die wir hier an einem Beispiel erlautern

L(y(=y® — 5y@ + 8y — 4 = b(x) = we*”
d d d

PUX) = (X = 1)(X =22 L{y) = (5 — V(s —2)(5 — 2l
Der Ansatz q
(@ — 1)[(A + Bx)e*] = xe**
fithrt zu

Be* + 2(A + Bx)e® — (A + B)e** = xe*”
(A+ B)e* + Bxe* = ze™
und mit Koeffizientenvergleich zu
A+B=0,B=1 A=-1

Also betrachten wir nun die DGL
d d o
(=25 )] = (1 + )2
und machen den Ansatz
d
(@ —2)[(A+ Bz + C2*)e*] = (—1 4 x)2*
Es folgt

(B +20)e* 4+ 2(A + Bz + Cx*)e* — 2(A+ Bx + Cx?)e* = (—1 + 1)2*
(B +20)e* = (=1 + x)2*
und durch Koeffinzientenvergleich

1
B=-1,C=—
’ 2
A ist beliebig und wir am besten A = 0 gesetzt. Auch ist zu sehen, warum der Ansatz ein

quadratische Polynom erfordert. Nun betrachten wir die DGL

d 1
— _9 — (_ ~o2\2z
(- =Dl = (2 + 527)
und machen den Ansatz
1
((;l_x — 2)[(A+ Bz + Ca2* + D2*)e* = (—x + 53:2)2”5
Dieser fiithrt zu .
(B +2Cx + 302%)e* = (—x + 5:52)21
also 1 1
—_ —— D = —
¢ 2’ 6
und wir wihlen A = B = 0. Das Ergebnis ist

1 1 1 1
y = (—5932 + 6I3)62x = :)32(—5 + 6:5)629”
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F Lineare Systeme mit konstanten Koeffzienten

F.1 Eigenwerte und -vektoren

Wir betrachten Vektoren v € C". o # 0 ist Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert \,
wenn Av = AU, dquivalent geschrieben

(A= XE)T=0

Satz F.1 Gegeben y' = Ay.

(i) i = U mit U # 0 ist Lésung genau dann, wenn ¥ Eigenvektor von A zum Eigen-
wert \ 1st.

(i1) Sind die U; unabhingige Eigenvektoren mit Eigenwerten \; (j =1,...,k), so sind

)\kx g

AT o

(& '171,...,6

unabhdngige Losungen des Systems.

Beweis. Zu (i) \e’7 = 7' = Ae’¥ genau dann, wenn A\ = A¥. Zu (ii) aus
Az = AT Q0
Che oy + .o+ Cre™, =0

folgt mit x = 0
Cith 4 ...+ Cpliy =0
alsoCi =...=C,=0.1

Fiir einen Vektor & = @ + ib mit a, b € R" sei der konjugierte definiert als

=a—1b

<yl

Satz F.2 Sei A reell und v € C" Eigenvektor zum Eigenwert \. Dann ist ¥ Eigenvektor
zum Eigenwert X und man kann die konjuiert komplexen Losungen

Y =5, gerr

ersetzen durch

Beweis.

N
<yl
I
|
<yl
I
2
<y
I
=
<y
I
>
<yl
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F.2 Elimination

Ein System mit konstanten Koeffizienten kann man auch dadurch 16sen, dass man es in
ein System nicht gekoppelter DGLn hoherer Ordnung umwandelt (dahinter steckt die
Elementarteilertheorie). Das sei nur an einem Beispiel erlautert.

Y =2y2, Yh=—u1+ 2y
Durch Differenzieren und Einsetzen
Yo =~ + 2y = =2y + 2y,
Charakteristisches Polynom X? —2X + 2, also o = 1 £ 1.
Gy = K,e(+07 4 fg o=
Yo = Regp = Cre” cosx 4+ Coe” sinx
YL = /2y2dx = Chre”(cosz + sinx) + Coe”(sinz — cosz) + K

und K = 0 aus dem Fall y, = 0.

F.3 Hauptvektoren

Bekanntlich gibt es nicht zu jeder (reellen) Matrix eine Basis von Eigenvektoren (in C")

etwa zu \
1
=0 )

Wir verallgemeineren daher: @ # 0 ist ein Hauptvektor der Stufe m von A zum Eigenwert
A, falls
(A= XE)™0 =0 aber (A — AE)™ 5 #£0

Im Beispiel sind beide kanonischen Basisvektoren Hauptvektoren vom Eigenwert \ - von
Stufe 1 bzw. 2.

Fiir das Systen ' = Ay machen wir nun den Ansatz
j(z) = i)
also
Aeid(z) = §'(x) = e Mi(x) + i ()
d.h.
i'(x) = (A= \E)i(x)
Aus der Analogie zur DGL v = cu mit der Losung

0 1 2

_ c:c_']:_O x_l x_2
u=-=e —0!c+1!c +2!c + ...
raten wir
z° 0 @t Lot ) zk L
ﬁ(m):a(A—)\E) 27+F(A—)\E) 17+§(A—)\E)17+...+E(A—)\E) U+ ...
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F.3 Hauptvektoren

mit einem passenden Vektor ¢. Eine tatsédchliche Losung ergibt sich, falls v Hauptvektor

ist: bei Stufe m
1 2 m—1
(A \E)™ 7

. z° Lo Lo .
u(z) = a(A—)\E)Oijﬁ(A—)\E)lv—l— a(A—)\E)zij...—l- = 1),

also Losung des DGL-Systems
= M(x_o(A — AE)°5 + x—l(A —AE)'5+ x—z(A —AE? T+ ...+ L_I(A — AE)™ %)
Y= BT BT R Y !
Beispiel
2 1 -1
A=10 3 -1
01 1

hat charakteristisches Polynom (Entwickeln von det(A — X E) nach erster Spalte
2-X)(X?—4X +4)=(2-X)°

2-X)B-X)(1-X)+1] =

also Eigenwert A = 2 mit algebraischer Vielfachheit 3.

01 -1
A-2E=10 1 -1
01 -1

hat Rang 1, also keine Basis von Eigenvektoren. Da
(A-2E)? =0

suchen wir einen Hauptvektor der Stufe 2. Das ist ganz einfach: es darf nur kein Eigenvektor

sein! Wir wéhlen also zum Beispiel

0 1
v=|1 in der Tat (A—2E)5=|1] #0
0 1
und bekommen einen Hauptvektor der Stufe 1 (d.h. einen Eigenvektor) geschenkt
1
(A-2E)i= |1
1

Damit haben wir schon 2 unabhéngige Losungen. Fiir die dritte wéhlen wir einen von
(A — 2E)¥ unabhéngigen Eigenvektor, z.B. den ersten kanonischen Basisvektor. Damit

haben wir eine Basis von Hauptvektoren des C3

0 1 1
v=(1], 4a-2B)5=[1], (o0
1 0

0
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und damit die allgemeine Losung des Systems

0 1 1 1
y:eh[C’l( 1 +z 1 )"—CQ 1 +Cg 0 )
0 1 1 0

In diesem Beispiel ist der erste Basisvektor fast beliebig (nur kein Eigenvektor!), der dritte
von ziemlich beliebig, aber der zweite bis aus einen Skalar eindeutig (weil

1

=(z—y) |1
1

(A—2F)

ISIENSE S

Daher die

Warnung. Viele, auch sonst solide Biicher, geben als Rezept an, dass man erst eine eine
Maximalzahl unabhéngiger Eigenvektoren w bestimmen soll, und dann Hauptvektoren
zweiter Stufe aus (A — \)¥ = @ usw. Dieses Rezept funktioniert nur in Ausnahmefillen
und ist auch da meist mit unnotigem Aufwand verbunden.

Satz F.3 FEs seien die Uy, (k = 1,...,s), Hauptvektoren der Stufe my der n x n-Matriz
A zum Eigenwert \i. Ferner seien die (Eigenvektoren)

(%) (A= X)™ 7MW, (A= )™M,
linear unabhdngig und n =my + ...+ mg. Dann gilt

(i) Eine Basis von Hauptvektoren in C" ist gegeben durch

(A—)\kE)]Uk ij,...,mk_l, ]{7:1,...,8

(i) Ein Fundamentalsystem von Lisungen des DGL-Systems y' = Ay ist gegeben durch
die folgenden Funktionen

J
€Akxzzl(A—AkE)lgk jzoa"'amk_]"k:l""’s
=0

Ist A reell, so erhdlt man ein reelles Fundamentalsystem indem man jedes Paar
konjugierter Losungen v, y durch Rey, Imy ersetzt.

Die Voraussetzungen des Satzes konnen stets erfiillt werden.

Beweis: Zu (i). Es ist zu zeigen, dass aus der in (x) gegebenen Unabhéngigkeit die Un-
abhéngigkeit aller beteiligten Vektoren folgt. Das geht durch Induktion iiber die Summe
der my. Sei z.B. my # 1 und sei eine Linearkombination gegeben, die 0 ergibt. Wir mul-
tiplizieren (%) mit (A — A\ E). Fiir jedes k mit A\ = A; haben wir dann

(A= MeE)Tp, ..., (A= XNeE)™ 2(A = ME)Ts, (A— NE)™ YA = MNE)T, =0
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d.h. wir kénnen die Induktionsvorausetzung anwenden, indem wir alle ¥}, durch (A —
A\ E)vy, ersetzen. Also sind alle Koeffizenten = 0 bis auf die, die bei den (A — \)™ 17,
mit A\, = A\; standen. Dann sind die aber nach (x) auch = 0.

Zu (ii). Die Losungen erhélt man als Linearkombinationen der oben angegebenen (in-
dem man die Stufen aufwérts abarbeitet). Die Unabhéngigkeit folgt mit x = 0.

Hat man eine Basis von Hauptvektoren wie in (i) und transformiert A auf diese Basis,
so erhélt man die Jordan-Normalform von A. Damit geht es um die Aussage, dass es
zu jedem A eine Transformation auf Jordan-Normalform gibt. Dazu miissen wir auf die
einschlégige Literatur verweisen. []

G Fourierreihen

Siehe file fourier.pdf

G.1 Transformation

Ist f periodisch mit der Periode T" > 0, so lautet die zugehorige Fourierreihe
- 2 2
% + ; (an cos (% m:) + b,, sin (% nx))
mit den Koeffizienten
2 [ 2
a, = T/o f(z) cos (% nz)dz, n € N,
2 [T 2
b, = T/o f(z)sin (% nz)dz, n € N,

Zum Beweis: Fur 7' > 0 sei A(T) die folgende Aussage:

Fiir alle T-periodischen, ungeraden, stetigen, stiickweise stetig differenzierba-

ren Funktionen f(x) konvergiert die Reihe Y| b, sinnz gleichmiBig gegen
f(z) sofern

2 [T 2

b, = T/o f(z) sin(?7T

nx) dz

Sei A(27) vorausgesetzt. Zeigen Sie, dass A(T) fiir alle 7" > 0 gilt.

Hier geht es darum, die Ergebnisse fiir Fourierentwicklung der Periode T" > 0 aus dem
grundlegenden Spezialfall der Periode 27 herzuleiten. Dazu sei nun y = f(x) mit Periode
T und den weiteren Voraussetzungen in A(7T) gegeben. Wir definieren x = x(t) so, dass
y = f(z(t)) als Funktion von ¢ die Periode 27 hat, und wenden auf diese Funktion dann
den bekannten Satz an.

Wir machen den Ansatz z(t) = ¢t und haben ¢ so zu bestimmen, dass

Fa(t) + c2m) = flet +c2m) = flelt +2m)) = fla(t +2m)) = fla(t) = F((2() +T)



24 G FOURIERREIHEN

Das ist offensichtlich erfiillt, wenn 27 = T', also

T T 2t Ot 2« 2T
C = —, ,’,U(t) = %t, t(.flf) = =X, % = ?, dt = ?dflf

Nach a) ist y = f(z(t)) ungerade. Da f(x) und x(t) stetig sind, ist f(x(¢)) auch stetig.
Da f(x) stiickweise stetig differenzierbar ist und x(t) stetig differenzierbar ist, ist f(x(t))
nach der Kettenregel ebenfalls stetig differenzierbar mit Ableitung

ay ay 2
a0 =5 (@(0) - T ()t th = t(a)

wobei die zj die endlich vielen Sprungstellen z; von f’(z) in [0, 7] sind. Wegen der Ste-
tigkeit von x(t) existieren aber die einseitigen Limites von gt( ) an den t; im eigentlichen
Sinne.

Somit sind fiir y = f(x(t)) die Voraussetzungen aus A(27) gegeben, und wir diirfen

schliefen, dass fiir
1 2
= —/ f(x)sin(nt) dt
T Jo

F) = ) = 3 busin(nt) = 3 b, sin(n%”x)

mit tiberall gleichméfliger Konvergenz.

Es bleibt noch zu zeigen, dass

2 [T 2
- /0 f(2) sin(%nx) da
Dazu benuzten wir die Substituionsregel fiir Integrale.

_ L NGO
bn_ﬁ/x(o) f(a(®) sin(n - #(x)) - = d

/ f(z) sin( n—x / f(z) sin n—x)d:)s

G.2 Komplexe Sichtweise

Unter Benutzung der Eulerschen Formel e = cost + isint fiir ¢ € R definieren wir fiir
n € Z das komplexe Integral

/_7; fx)e™da = /_7; f(z) cosnz dx +Z/_: f(x)sinnzx de.

Die Fourierreihe einer stiickweise glatten 2m-periodischen Funktion f auf R 148t sich dann
in der komplexen Form

Z cne™, 1 €ER, (G.1)

n=—0oo
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mit den komplexen Fourierkoeffizienten
- [ f@etin nez
Cp = — e T, n )

2 J_.

schreiben. Dabei versteht man unter der Summe der Reihe (G.1) den Grenzwert

N
lim g cpe™”.
N—oo

n=—N

H Rand- und Eigenwertprobleme

H.1 Randwertprobleme

Wir betrachten exemplarisch nur das RWP

L(y) =y" +a—1(2)y + ax(x)y = b(x), y(wo) =10, y(21) =11

Ist y1,y; ein Fundamentalsystem fiir L(y) = 0, und y, eine speziele Losung von L(y) =
b(x), so hat man die allgemeine Losung der DGL

y = Ciyr + Coya + s
und es geht darum, C und C5 zu bestimmen mit

Ciyi(xo) + Coya(zg) = 10 — ys(20)
Ciyi(x1) + Coya(z1) = 11— ys(a1)

also um eine lineares Gleichungssystem fiir Cy, Cy

(@)= (noutm) mea= () wie)
Dieses ist

e cindeutig losbar < det A # 0
e loshar < (TO B ys(xo)) € Spann(A)
r = ys(xl)

Insbesondere gibt es fiir das RWP

Ly) =0, y(z)o = 0= y(z1)

genau dann nur die triviale Losung wenn det A # 0
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H.2 Eigenwertprobleme

Wir betrachten exemplarisch nur

Yy + Ay =0, y(0)=0=y(l)

Zu bestimmen sind die Parameter A, fiir die das Problem eine nichttriviale Losung hat.
Charakeristisches Polynom

X2+ A

und Fundamentalsystem
N0 VR VR 1 1

<0:e , € s det e\/j}\l e_ml 7£0

11

A=0:1, x det(0 l)séO
A > 0: cos vz, sin vz

Das Gleichungssystem

C cos VA0 + sin VA0 = 0

Crcos VAL + Cysin VAL = 0

ergibt '} = 0 und hat somit nichttriviale Losung genau dann, wenn
sin VAl = 0

also

n2m?

)\:)\n:l—zmitneN
Die Losungen des Eigenwertproblems sind

nmw
yn:C’nsinTz n €N

H.3 Wellengleichung
Wir betrachten das RWP

U — Uz =0 2 €0,1], u(0,t) =0=wu(l,t) fir t >0

Der Produktansatz
u(z,y) = v(z) - w(t)
fiithrt zu
Ugz (2, 1) = 0" () - w(t), ug(x,t) =v(x) w"(t)
und mit der PDGL zu M) w(e)
= = ) konstant

v(x) w(t)




da die eine Seite nur von z, die andere nur von ¢ abhéngt. Damit haben wir fiir v(x) das
Eigenwertproblem
V" + v =0, v(0)=0=0v()

mit den Losungen

Ap = , vn(x):Dnsin?x n €N

Die DGL
w’ + \w =0

hat die Losungen

wy(t) = A, cos ?t + B, sin ?t

und damit Losungen der PDGL Randbedingung

up(2,t) = D, sin nwa (A, cos nth + B, sin nth)

Summen und (im Falle der gleichméBigen Konvergenz) auch Reihen dieser Losungen sind
ebenfalls Losungen

= Z D,, sin ?z (A, cos ?t + B, sin ?t)

n=1
Es folgt
Z D, A, sin —x
= . nm nm . nm
w(z, t) = ; D,, sin — (—A, ~ sin Tt + B T " cos Tt)

Z D, B sin Tx
Also fiir die Anfangsbedingungen

u(x,0) = g(x), w(z,0)=h(z) (zel0,l])

I
D, A, = 7 / g(x)sin nTdex Fourierkoeffzieten von ¢(z)
0

9 [l
?DHBN = 7/ h(x)sin ?zdx Fourierkoeffzieten von h(x)
0
wobei g(z) und h(z) zu ungeraden Funktionen auf [—[,{] und dann 2[-periodisch auf R
fortgesetzt sind.
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