A Beispiel: Lineare DGL

A.1 Homogene DGL

Yy =Ty
Ansatz:
y = Kel'@®
Es folgt
r_ P(z) p/ / _ _ 1 2
y = Ke"\WP(z), Pl(r)=ur, P(a:)—§x +C
Allgem. Lsg. )
Ynh = KGEmZ
Alternativ: Trennung der Veranderlichen
Singuére Losung y = 0. Fiir y # 0:
0 10 1 10
a—y:xy(:)—a—y:x(:)—dy:——ydx:xdz
Y y Ox y y Ox

1 1
<:>ln|y|:/§dy:xdx:§x2+0

1. Fally >0
Iny = %SEZ +C, y= 37 +0 — O3’
2. Fally <0
In—y = 1x2 +C, y= e38+C _ _ oCp3a’
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A.2 Inhomogen lineare DGL

Variation der Konstanten. Ansatz

2

N|=

Ableiten: v/ = K'(z)e2” + K(z)ze

Einsetzen in DGL: v, = 2K (z)e2*” + z
Gleichsetzen: K'(z)ez®” = x

Auflosen: K'(z) = ze 2%

2

Integrieren: K (z) = /xe_éx e LU
Wihle C = 0. Riickeinsetzen in Ansatz
Spezielle Losung: y, = K(x)e%x — e 373 —

Probe: y. =0=z(—-1)+



2 B DIFFERENTIALE

Allgemeine Lsg. L

Yy=yntys=Kex* —1
Alternativ: Ansatz vom Typ der rechten Seite:

=Arx+ B
Ableiten: y. = A
Einsetzen in DGL: y, = 2(Ax + B) + 2 = A2* + (B + 1)x
Gleichsetzen: A = Ax* + (B + 1)x
Koeffizientenvergleich: A =0, B = —1
Spezielle Losung: y, = —1

A.3 Anfangswertproblem

(AWP)
AWP o =uwzy, y(0)=y = Kei” o K = Yo

y(1) = yo == Ke2™* & K = ype~

N[

AWP o —ay+ =, y(()):yo:Ke%O2 -1 K=y+1
y(l) =yo = Kei¥’ — 1o K = (yo + 1)6_%
B Differentiale

B.1 Diffeentiale

Fiir eine auf [a, b] definierte und differenzierbare Funktion y = f(t) ist das Differential an
der Stelle p € [a, b] die homogen lineare Funktion

afpd) = Ly at=Par dtep—a<di<b di£0

ot ot
oder wenn man die Stelle p nicht explizit erwéahnt
Ay
dy = —=dt.
Y o

Das Differential an der Stelle p ist natiirlich schon dann bekannt, wenn man es fiir ein
einziges dt # 0 kennt.

Seien nun = = z(t) und y = y(t) auf [a, b] differenzierbar und sei y eine differenzierbare
Funktion von z, also nach der Kettenregel

y(0) =y = u(a) = y(x(1), Zp) = L) - o)
dy oy ox Oy

dy(p, dt) = 8t() dt = ax(x(p))' 815() dt = ax( z(p)) - dz(p, dt)

d.h. wir kénnen dy(p) auch als Differential bzgl. = verstehen. Dementsprechend haben wir
die folgende Konsistenzvoraussetzung fiir den problemlosen Umgang mit Differentialen
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* Alle betrachteten Grofien sind stetig differenzierbare Funktionen einer vorgegebenen
unabhéngigen Variablen ¢ € [a, b].

Dann gilt unzweideutig

y
dy = %dx
wie auch immer y = y(z) differenzierbare Funktion von z, und
Iy dy
— falls —

D)= L) talls 2(p) £0

dy ox

—(p) =0 falls —(p) =

8:17( p) =0 falls at( p) =0

B.2 Intergration

Der folgende Satz fasst die iiblichen Integrationsregeln zusammen und zeigt, dass das
sogenannte “formale Rechnen” legitim und sinnvoll ist, wenn die Konsistenzbedingung
fiir Differentiale erfiillt ist. Der Vorteil dieser Rechnung ist die intuitive Notation und die
Option, die Argumentwerte weitgehend zu unterdriicken (da diese iiber die Abhéngigkeit
von t gekoppelt sind).

Satz B.1 Seien x = x(t), y = y(t) und z = 2(t) auf |a,b] differenzierbar und f(zx), g(y),
h(z) stetige Funktionen auf den jeweiligen Wertebereichen. Fir die Differentiale gelte

f(2(p))dz(p) = cg(y(p))dy(p) + h(z(p))dz(p) fir alle p € [a, ]
kurz  f(z)dz = cg(y)dy + h(z)dz
Dann gilt: Fir alle Stammfunktionen F', G, H von f, g bzw. h gibt es eine Konstante C'
mat
F(z(t)) = cG(y(t) + H(2(t)) fir alle t € [a,b]

/f(:v)dx = C/g(y)dy+/h(z)dz +C

Beweis. Nach Voraussetzung haben wir

Oz B 0
flz )atdt—cg( )a‘;’dwh( )a';d

kurz

also
6(0) = 1) 08 = eg() 2+ h(z) 0o

Dann OF  OF 0
X
o = or ot = f(x)— = o(t)
oG +H) _ 9G  OH _

ot “or "o
8G Oy  OHOz _ Ay 0z
oyt T oo - WG HhEg = o)
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C Satz von Picard-Lindelof

Satz C.1 f(x,y) sei stetig auf dem Streifen S = {(z,y) | © € [xg—b, o+ al} und geniige
dort der Lipschitzbedingung

|f(:c,y1) - f(x7y2)‘ < L‘yl - y2‘

Dann hat das AWP y' = f(x,y), yo = y(xo) eine eindeutig bestimmte Losung y : [xo —
b, xo + 2] — R.

Integralgleichung. Das AWP ist dquivalent zu

@>mwzm+/3mmmw

o

In der Tat, nach dem Hauptsatz

ym—mmszmz/V@mmd

Umgekehrt ist das Integral als Funktion der oberen Grenze differenzierbar und es gilt
a €T
—(o+ | f(t y0)dt) = flz,y(@)
x 0

Picard-lteration. Ndherungslosungen der Integralgleichung (x) werden durch Iteration be-
stimmt

(@) =0, ven(e) =0+ [yt
xo
Das konnen wir auch so notieren
vio) = Yo, Y] = T(Ypm)
mit dem Operator

T@:m+/7@wm&

Dass y eine Losung der Integralgleichung (x) ist, bedeutet dann gerade, dass y ein Fizpunkt
von T ist

T(y) =y
Beispiel: ¢ =y, y(0) =1
Yo =1, Y = i
k=0
z n 1 . n+1 1 .
%o k=0 k=0

Die Losung von (%) wird dann als Limes der Néherungen bestimmt

y(z) = lim yp,(v)

n—oo



im Beispiel also y(z) = e*.

Banachscher Fixpunktsatz. Wir beschreiben zunéchst ein analoges Vorgehen fiir eine Ab-
bildung 7' : G — G, wobei G C R", z.B. n = 2, abgeschlossen. Wir setzen voraus, dass T’
kontrahierend ist, d.h. es gibt Konstante K < 1 mit

|T(z) — T (2| < K||lx—2'| fiir alle z,2" € G
Insbesondere ist 1" Lipschitz-stetig. Wir behaupten nun

e Es gibt ein eindeutig bestimmtes 2., € G mit T(2,) = T (Fixpunkt) und fiir jedes
xo € G konvergiert die rekursiv definierte Folge x,1 = T'(z,) gegen o..

Beweis. Die x,, bilden eine Cauchy-Folge, da fiir n < m

m—1 m
20 = 2ol <D ok = 2| <D K|l — 21]] — 0 fiir n — oo
k=n k=n

wie man von der geometrischen Reihe weiss. Also gibt es

Too = lim z,

n—oo

und wegen der Stetigkeit folgt
T(Too) = Too

Ist nun auch T'(x) = =, so
{z — 2| = [[T(z) = T(20)|| < Kz — 2]
also r =2 da K < 1.0
Wir betrachten nun den Funktionenraum
G=A{y|y: [z, xo + a] — R stetig }

mit dem Abstand

lyr = yal| = max{|y: () — ya(2)| | = € [0, 2o + a}

Der obige Beweis gilt hier ganz entsprechend:
Yoo = liM ¥,

bedeutet hier, dass die Funktionenfolge v, gleichmdf$ig gegen die Funktion y konvergiert.
Inbesondere gibt es zu jeder Cauchy-Folge y,, eine stetige Funktion y, die der eindeutig
bestimmte Limes dieser Folge ist. Der Fixpunktsatz und sein Beweis iibertragen sich Wort
fiir Wort.

Beim Beweis des Satzes von Picard-Lindelof setzen wir nun voraus, dass al = K <
1 - indem wir das Intervall passend einschranken - und zeigen, dass der Operator T
kontrahierend ist

1700 = TG < [ 1500~ S0 o)kt < [ Lin@) = )l

o
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< [ Dl = welldt < aLlls = well = Kl ~ e

0
Damit kénnen wir den Fixpunktsatz anwenden, d.h. es gibt ein eindeutig bestimmtes vy,
mit
T (Yoo) = Yoo

das bedeutet aber dasselbe, wie die Losung der Intergralgleichung (%) und damit des
gegebenen AWPs.

Fiir beliebiges a zerlegen wir [zg, 2o + a] in Teilintervalle [xy, 2441], auf die wir obigen
Beweis anwenden konnen (d.h. (zg41 — xx)L < 1) und l6sen iterativ die AWPe

AWP, ' = f(z,y), y(on) = wk, y: [2g, 2] = R

wobei ug = yo und uy = y(xy) fir die Losung y des AWP,_;. Ensprechend verfahren wir
fir [xo — b, x0]. Setzt man die Losungen zusammen, so erhilt man die Iterationsfolge der
Néherungsosungen nach Picard

Yo (%) = Yo,  Yms1)(®) = Yo +/ [ty (t)dt, € [xg — b, 29+ al
o

und die Losung des AWP
y(z) = lim yp(x), =z € [vo—b, 1o+ al

n—~0o0

Ein Problem besteht jedoch darin, die Integrale zu bestimmen.

D Systeme von DGLn erster Ordnung

D.1 Vektorfunktionen
Sei ¢ = y(x) eine Vektorfunktion, d.h. Abbildung % : I — R"™ I C R ein Intervall

y!(x)
y(z) = :
yl"(z)
Ableitung und Integration erfolgen komponentenweise
b
y' (x) b [, y(z)da
y' = : : / y(z)dr = :
yn () ‘ [yl (@) da

D.2 Systeme

Ein System von n DGLn erster Ordnung wird gegeben durch Abbildungen f; : R*™ — R

yl’ = W, M, oyt

y’ = iyl gt
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in Kurzschreibweise mit f : R"*! — R"

—

y' = f(z,9)
Aus einer DGL 4" = f(z,y,y') wird durch y!!! =y, yl? =4/ das System

y[ll’ = y[l}

y @ = f(a,yM, yl?)

D.3 Picard-Lindelof

—

Satz D.1 Existenz und Eindeutigkeit. Ist f(z, ) auf I x R"™ stetig und geniigt einer Lip-
schitzbedingung

— —

1S (2, 91) = f (@, ) || < Lijgh — 2]l

(z.B. falls f nach den y; stetig partiell differenzierbar ist) so hat das
AWP ' = fla. ), §(xo) = G

eine eindeutig bestimmte Losung i : I — R™. Insbesondere besagt die Eindeutigkeit

(x,9) und gilt

Sind 1, und jo Losungen des Systems iy’ = Y
Uo(x) fiir alle x € 1

y1(xo) = Ya(xo) fiir ein xzo € I, so gilt iy (x)

—

Der Beweis ergibt sich wie fiir DGLn erster Ordnung.

D.4 Systeme linearer DGLn erster Ordnung

Sind die Funktionen f; von der Form
fila, gty = aq ()™M + .+ a(2)y™ + ()
so spricht man von einem linearen System und kann es schreiben als

CLH(IL’) aln(x)
(%) §' = A(z)f + b(z) mit A(z) = :

a1 () ... apn(2)

Das zugehorige homogene System ist
(o) Gn” = A2)Gn
Wie bei den linearen DGLn. erster Ordnung zeigt man

Satz D.2 Ist 5 eine (sog. spezielle) Losung von (x) so ist i eine Lisung von (x) genau
dann, wenn § = 4, + s mit einer Losung §, des homogenen Systems (k).
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D.5 Fundamentalsystem von Ldsungen

Lineare Algebra
e Vektorraum V: v+, 17 (r € R)

e Linearkombination v = r1v; + ...+ r,u,

® Uy,..., 17, erzeugen V
& jedes v € V ist Linearkombination
e U,...,7, linear unabhingig .
S0=rt)+...+rpU,nurmitr; =...=7, =0
e Uq,...,7, Basis von V'

& linear unabhéngig und erzeugend

e Ist V von endlich vielen Vektoren erzeugt, so hat V' eine Basis

e Je zwel Basen von V haben dieselbe Elementanzahl n = dim V'

e Ist n =dimV < oo, so sind fiir v7,..., v, € V dquivalent
— U1,..., U, ist Basis von V
— U1,...,U, sind unabhéngig
— U1,..., U, erzeugen V'

— Jedes ¥ € V hat eindeutige Darstellung
U= 7”1’(71 + ... +7’n17n

e dimR" =n
Ein Linearkombination von Vektorfunktionen i, ..., ¢, mit 7/; : I — R" ist von der Form
y=cyi(x)+ ...+ cpyn(r) firallexz el
mit Konstanten cy, ..., ¢, in R. Es gilt

e Jede Linearkomination von Losungen des homogenen Systems (xk) ist ebenfalls
Losung von ().

In der Tat
U =an'+. ... 4 cnfn =caAth + ...+ cnAlm = Alaith + ...+ cnlim) = AY

Somit bilden die Losungen von (%) einen reellen Vektorraum V' und es stellt sich die Frage
nach den Basen dieses Vektorraums. Hier sind 1, . . ., Ui, linear abhdngig genau dann, wenn
es cy,...,Cny gibt, die nicht alle = 0 sind, sodass c171(z)+. . .+ cp¥m () = 0 fiir alle z € 1.
Andernfalls sind sie linear unabhdingig. Eine Basis von V', auch Fundamentalsystem von
Losungen von (%), besteht aus m unabhéngigen Losungen 7, . . ., ¥, so, dass jede andere
Losung eine Linearkombination von diesen ist.
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Satz D.3 Zu jedem homogenen System (xx) von n linearen DGLn erster Ordnung gibt es
ein Fundamentalsystem v, . .., vy, und jedes Fundamentalsystem besteht aus n Ldsungen.
Fiir Losungen 4y, . .., U, von (xx) sind die folgenden Aussagen dquivalent

(1) 1, ..,Yn bilden ein Fundamentalsystem

(2) Es gibt xo € I so, dass die Vektoren 3y(xo), . .., Yn(zo) in R™ linear unabhingig sind
(2°) Es gibt xy € I so, dass det(y1(xo), ..., Yn(x0)) # 0

(8) Fiir alle xoy € I sind die Vektoren y1(xq), ..., Yn(xo) in R™ linear unabhdingig

(8°) Fir alle xo € 1 gilt det(y1(xo), ..., Yn(x0)) # 0

(4) Jede Lisung i von (xx) ist Linearkombination der yy, ..., Uy

Beweis. Ist I ein kompaktes Intervall, so konnen wir den Satz von Picard-Lindel6f anwen-
den

[A()gr — A(2)ga|| = | A=) (G2 = G2)Il < Ll|7h = 2

mit L = max{|a;;(x)| | i,7 < n, x € I}. Andererseits konnen wir zu jedem x, und n
unabhéngigen Vektoren i, ..., Um0 in R" diese als Anfangswerte vorgeben und erhalten
somit n unabhéngige Losungen 4, . .., ¥,: ¥; ist die Losung des

AWP i = A(x)y], if(xo) = Fjo
Ist ¢ nun eine weitere Losung von (xx), so gibt es Konstanten ¢y, ..., ¢, in R mit

Y(zo) = 1o + - - - + nlino = 11 (z0) + - .. + ¥ (z0)

da ja 110, - - ., Yno Basis von R" ist. Aus der Eindeutigkeit folgt

—

y(z) = ah(x) + ...+ c,¥n(x) fir alle z
Das beweist auch, dass (1) aus (2) folgt. Ebenfalls aus der Eindeutigkeit folgt sofort

e Sind die y; Losungen von (xx) und y(zo) = c191(z0) + . - . + cmUm (o) fiir ein xg € 1

so gilt ¥(x) = 1y () + ... + () fiir alle z € 1.
Also folgt (2) aus (2). Dass (2) und (2’) sowie (3) und (3’) dquivalent sind, weiss man aus
Mathematik II, Lineare Algebra. Ebenso, dass alle Basen dieselbe Elementanzahl n haben
und dass dann n Vektoren, die den Raum aufspannen, immer schon eine Basis bilden. [

D.6 Lineare DGL n-ter Ordnung

Eine lineare DGL n-ter Ordnung ist von der Form
ao(2)y + a1 (2)y + ... + an(x)y™ = b(z)

Diese iibersetzen wir in ein System vermoge

Y=y yB =y, ..yl =y
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0 1 0 . 0 0
N 0 0 1 . 0 B 0
j' = | g+
__ag (z) _m (z) _ap—1 (z) b(z)
an () an () T an () an ()

Damit kénnen wir (fir a,(z) # 0) die Ergebnisse iiber lineare Systeme erster Ordnung
anwenden. Dem homogenen System entspricht dabei die homogene DGL

ao(2)y + ar(2)y + ... + an(z)y™ =0

Fiir n Losungen vy, . . ., y, dieser homogenen DGL bilden wir entsprechend (2’) und (3’)
des Satzes die Wronski-Matriz

0w B
W(ZL’) _ y1:37 Yo\ T Y :f
y V@) V@) ()

det W (x) heisst auch Wronski-Determinante. Dann sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent

(i) y1,- .., Yn ist ein Fundamentalystem

(ii) det W (xg) # 0 fiir ein zp € [

(iii) det W(x) # 0 fiir alle x € 1

(iv) Jede Losung y der homogenen DGL ist Linearkombination der y, ..., y,

Insbesondere ist die Existenz mindestens eines Fundamentalystems vy, ..., vy, gesichert
und die Losungen der inhomogenen DGL ergeben sich aus einer speziellen Losung y, als

Yy=Ccyr+...CYn + Ys

D.7 Variation der Konstanten

Fiir das System B

y'(x) = Alx)y(z) + b(x)
sei ein Fundamentalsystem 4/ (), . . ., ¥, (z) von Losungen des homogenen Systems 3/’ (x) =
A(z)y(x) gegeben. Wir schreiben das Fundamentalsystem die Spalten einer Matrix

Y(x) = (@) .. gnlx))

Dann ist Y () fiir alle x invertierbar, da det Y (z) # 0. Dass die ¢; Losungen von y”'(x) =
A(x)y(x) sind, driickt man mithlife des Matrizenprodukts auch so aus

Y'(z) == A(z)Y (z)

Wie machen nun fiir eine Losung ¢ des inhomogenen Systems ¢'(z) = A(x)y(z) + b(z)
den Ansatz B
Us = Cr(@)ii(x) + ... + Cu(2) () = Y (2)C ()



Cy(z)
In der folgenden Rechnung ist die Variable x nicht mitgeschrieben. Nach der Produktregel
folgt aus dem Ansatz B B B B

U'=Y'C+YC' = AYC+YC(
da, wie oben bemerkt, Y = AY ausdriickt, dass die ¢; das homogene System l6sen. Dass
s = Y C' Losung des inhomogenen Systems ist, bedeutet

7. = A, +b=AYC +b
Es folgt durch Gleichsetzung
YC' =bdh Y(z)C'(z) = b(z)

d.h. ein lineares Gleichungsystem fiir die C(z). Ist das DGL-System aus einer linearen
DGL

an(2)y™ + ..+ ar(x)y + ag(z)y = (2)

n-ter Ordnung hergeleitet, so hat man das Gleichungsystem

Ci(x) 0
W(z) : = b :
Cl\(z) e}

Das lineare Gleichungsssystem 16st man durch Gauflsches Eliminationsverfahren oder
durch Inversion von Y (z)

C'(z) = Y ' (x)b(x)

Anschliessend bestimmt man die Cj(x) durch Integration der C’(x) und hat dann die
spezielle Losung

Us = C1(x)y1(x) + ... + Cp(z)yn(2)

des inhomogenen Systems. Die allgemeine Losung ist dann

y_’: C'ly_'l(x) + ...+ Cn($)gn($) —i—yL Cl, .. .,Cn eR
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