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Lösungsvorschlag zur Vorlesung
Nichtglatte Optimierung und Anwendungen

G4:

H =
{
x ; sT x = 0

}
.

Liege nun ∂f(x) strikt auf der Seite von H , auf die s nicht zeigt:

sT g < 0 ∀ g ∈ ∂f(x). (1)

Aus (1) folgt:
f ′(x, s) = max

g∈∂f(x)
sT g < 0

Die strikte Ungleichung folgt daraus, dass das Maximum angenommen wird. Damit ist s eine
Abstiegsrichtung.

Gilt umgekehrt f ′(x, s) < 0, dann folgt für alle g ∈ ∂f(x)

sT g = gT s ≤ f ′(x, s) < 0,

also (1).

Nun gelte (1). Dann haben wir

d(H, ∂f(x)) = min
g∈∂f(x)

|sT g|
‖s‖

= min
g∈∂f(x)

−sT g

‖s‖
=

−1
‖s‖

max
g∈∂f(x)

gT s =
−1
‖s‖

f ′(x, s).

Dies liefert
f ′(x, s) = −‖s‖d(H, ∂f(x)).

G5

Das Subgradientenverfahren lautet

xk+1 = xk + σks
k, sk = − gk

‖gk‖
, gk ∈ ∂f(xk) solange gk 6= 0.

zu a): Für f(x) = |x| gilt offensichtlich

∂f(x) =

{
sgn(x) x 6= 0,

[−1, 1] x = 0.

Begründung: Es gilt f(x) = max(f1(x), f2(x)), f1(x) = x, f2(x) = −x. Satz 2.3.9 liefert

∂f(x) = conv(∪i:fi(x)=|x|∂fi(x)).



Wegen ∂f1(x) = {1}, ∂f2(x) = {−1} folgt die Behauptung.

i): Sei xk 6= 0 beliebig. Dann gilt

sk = − sgn(xk)
|sgn(xk)|

= −sgn(xk).

Also gilt xk+1 = xk − sgn(xk)
k+1 . Wir erhalten für x0 = 2

x0 = 2, x1 = 2− 1 = 1, x2 = 1− 1
2

=
1
2
,

x3 =
1
2
− 1

3
=

1
6
, x4 =

1
6
− 1

4
= − 1

12
, x5 = − 1

12
+

1
5

=
7
60

.

ii): Dann ist

σ0 =
|x0| − 0

1
= |x0|,

also
x1 = x0 + |x0|(−sgn(x0)) = x0 − x0 = 0.

Anschließend gilt gk = 0 (dann Abbruch), oder σk = 0. Wir haben Konvergenz nach einem
Schritt!

zu b): Für x 6= 0 gilt ∂f(x) = {2(|x|+ 1)sgn(x)}. In xk 6= 0 gilt also

sk = − gk

|gk|
= −sgn(xk)

und mit ii)

σk =
(|xk|+ 1)2 − 1

2(|xk|+ 1)
=
|xk|2 + 2|xk|
2(|xk|+ 1)

=
|xk|
2

+
|xk|

2(|xk|+ 1)
.

Dies ergibt

xk+1 = xk+
(
|xk|
2

+
|xk|

2(|xk|+ 1)

)
(−sgn(xk)) = xk−xk

2
− xk

2(|xk|+ 1)
= xk(

1
2
− 1

2(|xk|+ 1)
),

also
|xk+1 − 0| ≤ 1

2
|xk|.

G6

zu a):
λmax(A) = max

‖v‖=1
vT Av

ist das Maximum der Familie linerarer Funktionen lv : A 7→ vT Av und somit konvex.

zu b):

(vvT ) •A =
n∑

i,j=1

(vvT )ijaij =
n∑

i,j=1

vivjaij =
n∑

i,j=1

viaijvj = vT Av.

Im Fall v 6= 0 gilt weiter

vT Av =
vT

‖v‖
A

v

‖v‖
‖v‖2 ≤ λmax(A)‖v‖2.



zu c):

Nach Definition von λmax und b) gilt für alle B ∈ Sn×n

λmax(B)− λmax(A) = λmax(B)− qT Aq ≥ qT Bq − qT Aq = (qqT ) • (B −A).

Dies ist genau die Subgradienten-Ungleichung für λmax in A.

Beispielanwendung aus der Kontrolltheorie:

Einsetzen der Feedbacksteuerung liefert

x′(t) = Ax(t) + BKx(t).

Multiplikation von links mit 2x(t)T ergibt

d

dt
‖x(t)‖2 = 2x(t)T x′(t) = x(t)T (A+BK)x(t) = x(t)T 1

2
(A+AT +BK +KT BT )x(t).

Möglichst starke Abdämpfung erhält man, wenn man K als Lösung des Eigenwertoptimie-
rungsproblems wählt

min
K∈Rm,n

λmax(A + AT + BK + KT BT ).


