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Losungsvorschlag zur Vorlesung
Nichtglatte Optimierung und Anwendungen

G1. Versagen der exakten Schrittweitensuche bei nichtglatten Problemen

a): Es gilt
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Die Richtung des steilsten Abstiegs in z ist s = —V f1 ().

if (SL‘+tS) = —Vf ($+t5)T5 = 2(.%’1 N thl) ! _2331 = 74{E2716$2+t(83§'2+64l‘2)
dat’? ! A(mg — Atzs) ) \—dzs 1 LR

Die optimale Schrittweite ist daher
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Starten wir das Verfahren des steilsten Abstiegs in 20 = (2,1)7, so gilt
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Wir zeigen durch vollstindige Induktion, dass
o2 = gkg0 g2k gkl
Fiir 20, 2!, 22 ist die Formel nachgewiesen.
Induktionsschritt &k — k + 1:
Wir haben nach Induktionsannahme z2**1 = 9=% 21 und damit (V f ist linear in x)
Vf($2k+1) _ 9—kvf(x1)
und wegen (1)
92k 1
02k+1 = ﬁgl =01 = g

Dies ergibt

$2k+2 _ £C2k+1 - 02k+1vf($2k+1) _ 9—k(x1 o JlVf(.I‘l)) _ g—ka _ 9—(16—&-1)1,0'



Abbildung 1: Niveaulinien von f; und die Iterierten

Vollig analog gilt nun

p2k3 — p2k42 O'2k+2Vf(.T2k+2) _ 9—(k+1)(x0 _ Uon(SUO)) _ 9_(k+1)l‘1.

Insbesondere also ¥ — 0. Weiter gilt

Vfl(x%) = 9_k <j> — 0, Vf1($2k+1) = %9_16 (_44> — 0

ADbb. 1 zeigt die Niveaulinien von f; und die Iterierten:

b): Sei nun fa(z) = +/ fi1(z). Fir z # 0 ist fi(x) # 0 und daher f> stetig differenzierbar bei
x mit .

2f2 (ZC)
d.h. die Richtung des steilsten Abstiegs von fo stimmt in allen x # 0 mit denen von f;
(bis auf die Linge) iiberein. Minimimierung von fy auf {z — oV fa(z) : o > 0} liefert
denselben Minimalpunkt wie die Minimimierung von f; auf {z — oV fi(z) : o > 0}, da
\/- streng monoton wachsend of [0, oo ist. Das Verfahren des steilsten Abstiegs, gestartet in
2% = (2,1)T, erzeugt daher fiir f, dieselbe Punktefolge wie fiir f;.

V fa(x) Vfi(x),

Da (0,0) das Minimum von f5 ist, konvergiert also das Verfahren.
¢) Man priift leicht, dass f3 stetig und konvex ist.

Das Verfahren verhilt sich genau wie fiir fo: Vollstindige Induktion: Natiirlich stimmt 2.°
iiberein. Induktionsannahme: 2* stimmt iiberein. In 2% gilt f3(z*) = fo(2*) und V f3(2) =
V fo(x*). Auf dem Strahl S, = {2* — oV f3(2¥) : & > 0} stimmen f3 und fo auf der
Strecke von z* bis z**! und ein Stiick dariiber hinaus iiberein. Die konvexe Funktion f3 hat
also wie fp auf S, in 2**1 ein globales Minimum und dieses ist wie bei fo eindeutig. Also
stimmt auch die nichste Iterierte 2%+ iiberein.
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Abbildung 2: Niveaulinien von f3 und die Iterierten

Abb. 2 zeigt die Niveaulinien von f3 und die Iterierten:

d): Das Beispiel zeigt, dass sich das Verfahren nur im glatten Teil aufhilt und gegen den
falschen Punkt konvergiert. Eine Erweiterung des Verfahrens auf nichtglatte Funktionen wiirde
aber das Verhalten im glatten Teil nicht dndern.

G2.
zu a): Es gilt g € 0f(0) genau dann, wenn
fy) =2 f0)+9(y—0) VyeR
Nach Definition von f ergibt dies
y>gy Yy>0, y*>gy Vy<O0

und dies ist dquivalent zu
g<1l und g=>0,

also g € [0, 1].
zu b): Es gilt g € 0f(0) genau dann, wenn
f) 2 f0) +g"(y—0) YyeR™
Wegen f(z) = ||z|| = V2T ergibt sich
Iyl > g™y VyeR™ 2)

Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist g7y < ||g||||y|| fiir alle ¥ € R™ und diese
Ungleichung ist scharf fiir y = g. Daher ist (2) nur erfiillt fiir g mit ||g|| < 1, also 9f(0) =
{geR™ . gl <1}



G3. Epigraph und Subgradienten

Zu a):
Seien X und f konvex.

Firr (2, 0;)T € epi(f), i = 0,1, A € [0,1] sowie xx = (1 — N)zo + Azy und oy =
(1 — N ap + Ao ergibt sich

x) € X (da X konvex ist),ay > (1 — \)f(zo) + Af(z1) > f(xy).
Damit gilt (21, )T € epi(f).
Sei nun epi( f) konvex.

Firz; € X,i=0,1, A € [0,1] und o; = f(x;) gilt dann mit x, )y wie oben:

(2) € epi(f),

Ty € X, f(l‘)\) <ay = (1 — )\)f(l‘()) + )\f(ml)

Somit sind X und f konvex.

also

zu b):

Sei g € f(x). Dann gilt fiir alle (y*, o) € epi(f)

W0 ((1)-(6) o = a5 <47 -0 - 5 + 1(@) <0

Es gelte umgekehrt (). Dann haben wir (y”, f(y))T € epi(f) fiir alle ¥ € X und somit

oz "0 (1) (0)) =o" =)= £ + 1),
dh.g € 0f(x).

Zu ¢):

Aus (%) und der Tatsache, dass die letzte Koordinate in der Normale von H negativ ist, folgt,
dass der Epigraph von f auf oder oberhalb der Ebene H liegt (die n + 1-te Koordinatenachse
sei nach oben angetragen). Des weiteren liegt der Punkt (27, f(2))T auf H. Es ist daher
gerechtfertigt, zu sagen, dass H den Epigraphen in (7, f(z)) von unten stiitzt.



