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8. Ubungsblatt zur
»Analysis II

Gruppeniibung

Aufgabe G1
Sei f : R? — R definiert durch

Varz+y2,  fiir y >0,
flz,y) =< —/a2+y2, fir y<o,

x, fir y = 0.
a) Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix J;(z,y) fiir alle (z,y) € R? mit y # 0.
b) Bestimmen Sie alle v € R? mit ||v| = 1, fiir die die Richtungsableitungen D, f(0,0) existiert..
c) Ist f differenzierbar in (0,0)?

Losung:

a) Fiir y # 0 gilt

0 1 —1/2 T
(/72 21 — (2 2 oVp —
83:[ 7+ 2(96 +v°) v /22 2
0 1 1
il 2 2] — T (.2 212 9, Y
ay[\/az + y?] 2(m +y°) y p—
Somit
g(m )_ \/TT?ﬂ, fury>0,
oz Y o firy <0,
und
y
a_f(x - T fir y > 0,
oy Y= —\/ngyw fiir y < 0
Damit gilt

b) Wir zeigen, dass die Richtungsableitung D, f(0,0) fiir alle Richtungen v € R? mit |jv]| = 1
existiert.

Sei v := (v1,v2) € R? mit ||v]| =1 und ¢t € R\ {0}. Es gibt 2 Fille:
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i) vy = 0. Dann gilt

g L0 FO.0) 101
ii) ve # 0. Dann gilt
VISR STl falls t> 0, vp > 0,
fltog,toy) = £0,0) | VIS SRR falls £ <0, v > 0,
t _VEUE AT, falls > 0, vy < 0,

t
2,21 12,2
VIEURTY — STl falls £ < 0, vp < 0.

t

Daraus folgt
Vvi 403, fiir vy > 0,
v +v3, fiir vy <0,
vy, fiir vg = 0.

va(070) = -

¢) Angenommen f ist in (0,0) differenzierbar. Dann miisste nach b) gelten, dass
Df(0,0) = (De, f(0,0), De, f(0,0)) = (1,1). Andererseits gilt fir h, = ((—i)nj %), n e N
((hy) ist Nullfolge in R?):

Flh) = £0,0) = (L) by _ Viztaz =0 a(CO" 4D (g
[Pl - T Sl

Fiir n — oo existiert kein Grenzwert. Dies steht im Widerspruch zur Definition.

Aufgabe G2
Es seien f : R™ — R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion und p : R®™ — R mit

ein Polynom vom Grad < k.
Beweise die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

: f(h)—p(h) _
(1) limp—o ||h||z =0,

(2) p ist das k-te Taylorpolynom von f (mit Entwicklungspunkt 0).

Losung:
Es gilt nach dem Satz von Taylor mit einem 7 € [0, 1]:

F) = 3 (DODOR 4 3 (D) = Te(h) + R(R).

laj<k—1 " la|=k

»(1) = (2)” Sei q(h) := p(h) — Ty (h). Es ist ¢ = 0 zu zeigen.
Sei ¢ > 0. Dann gibt es nach (1) ein § > 0, so dass |%| < g, falls ||h]| < 6. Da D*f fiir
|a| = k stetig ist, kann man ¢ so wihlen, dass |[D*f(7h) — D*f(0)| < ¢ fiir ||| < d, da 7 < 1.
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Man hat fiir ||h]| < 0

lg(h)| = Ip(h) — f(h) + Ti—1(h) + R(h) — T):(h)]
< Ip(h) = f(B)[ + | D é((D“f(Th))ha — (Df(0))h%)

1 (0%
<l + S —efn

la|=k
k
= ce||h]|".

Also gilt W — 0. Wir schreiben ¢(h) = Zlﬁ\ﬁk bgh®. Dann gilt fiir festes h und ¢ € R

k
th)= > btlInf = "c(j, )t/
18 <k §=0

und

1 —
\t\l q(th) =00 fir i = 1. k.

Angenommen, wir hétten schon gezeigt ¢(j,h) =0 fir j =0,...,1, I < k. Dann gilt

k
— 1 . s —
02 Trra(th) = ST el )t S e+ 1, k).
Jj=l+1

Also ist ¢(I + 1, h) = 0. Per Induktion folgt also (Der Induktionsanfang geht analog zum Indukti-
onsschritt) ¢(th) = 0 fiir alle ¢ und weil h beliebig war, gilt ¢ = 0 und wir haben (2) bewiesen.
»(2) = (1)” Sei p(h) = T(h). Dann gilt

th) —p(h)| = W > é(D“f(Th) — Df(0))h”
|o|=Fk
< e 3 D (k) = DO
la\ k

< 30 D f(h) — D FOO)
|a|= k :
220, ,

weil D?f fiir |a] = k stetig ist.
Aufgabe G3
Bestimme die Taylor-Entwicklung der Funktion

r—y

f:(0,00) x (0,00) = R, f(z,y) = P

im Punkt (1,1) bis einschlieBlich der Glieder 2. Ordnung.
Losung:
Im Folgenden sei 0, := a% USW.
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Es gilt f(z,y) = &2 =1 — 2%_1_?; sowie f(z,y) = Ze—lety) 9 = _ 1 Daraus folgt:

pwy Tty Tty

DO f(o) = Oufen) = s

DOV(wy) = 0,f () =~

DO f(o) = O2f(ey) = s

DONf(ay) = Ofa) = s

DUV f(e,y) = 0,0,f (@) = —— — — L = (20— 2y)/(a + )"

(z+y)? (z+y)
Am Entwicklungspunkt (1,1) erhalten wir somit:

L =0, DOOFL 1) =1 DOVFL1) =~

1 1
D(Z’O)f(l, 1) = —3 D(O’Z)f(l, 1) = > D(l’l)f(la 1) =0.

Die Glieder der Taylorreihe bis zur 2. Ordnung sind:

S D) () - (1L1)°

la|<2
= fL,1)+ DM (1, 1)z — 1)+ DOV (1, 1) (y - 1)
+DMY (1, 1) (z — 1) (y — 1) + %D(Q’O)f(l, 1)(z — 1)

+5 DO (1, 1)(y — 17

= -3 12+ g1
Hausiibung

Die Hausaufgaben H2 und H3 a) sind als Prisentationsaufgaben geeignet!

Aufgabe H1 (3+3 Punkte)
Gegeben seien die Funktionen f:R? - Rund g: R x (R\ {0}) — R mit
f(z,y) = 2*sin % bzw. g(z,y) = 22 — cos g

(a) Entwickeln Sie f nach der Taylor’schen Formel fiir n = 2 um (1,7) (ohne das Restglied Ry
zu bestimmen).

(b) Entwickeln Sie g nach der Taylor’schen Formel fiir n = 2 um (7, 1) (ohne das Restglied Rs
zu bestimmen).

Losung:
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(a) Als erstes bestimmen wir die partiellen Ableitungen von f bis einschliefllich 2. Ordnung;:

2 3
(%f(x,y)zh’sin%—i—%cos%, Gyf(x,y):%cos%
2,2 3
3
agf(x,y):2sin%+2xycos%—%sin%, 8$8yf(x,y):§x2cos%—%sin%
4
aif(x,y):—%sm%

Nun bestimmen wir die Werte der Funktion und der partiellen Ableitungen an der Stelle
(1,m):

f(Lm)=1, O.f(1,m)=2, 0Oyf(l,m)=0

2
2f(Lm) =2-" 8,0,f(,m) =-2, Zf1,m)=-

4 )

T 1
4’ 4
Einsetzen in die Taylor’sche Formel ergibt (mit h = (Az, Ay)):

2
fA+ Az, 71+ Ay) =1 +2AJJ+O-Ay+% <(2 - %)Aaz2 -2 %AmAy— iAy2>
+T2(177T)

2

1
=1+2Az+(1— g)Alj - %A:EA:U - gAyz +r2(1, 7).

(b) Als erstes bestimmen wir die partiellen Ableitungen von g bis einschliefilich 2. Ordnung:

1 T T T
Oy9(z,y) =2x + —sin—, Oyg(r,y) = —— sin —
29(2, y) Mhialy y9(@,y) 7S
1 T 1 x T T
D2g(x,y) =24 —cos =, 9,0yg(x,y) = —— sin = — — cos —
v y: oy vy Py
2x r  x? T
d%g(z,y) = = sin = 4+ — cos —
Y vy oyt Ty

Nun bestimmen wir die Werte der Funktion und der partiellen Ableitungen an der Stelle
(m,1):

g(m, 1) =72 +1, 0Oyg(m,1) =2m, 0Oyg(r,1) =0
829(7‘-7 1) =1, amayg(ﬂ-7 1) =m, 859(77 1) = —m.

T

Einsetzen in die Taylor’sche Formel ergibt:
1
gr+ Az, 1+ Ay)=n+1+4+2rAz+0- Ay + 3 (1 Az 2 AzAy — 7T2Ay2) + ro(m, 1)

1 2
=7+ 1+ 2mAx + S A + mArdy — %Ayz +ro(m, 1),

Aufgabe H2 (5 Punkte)
Sei f:(0,00) x (0,00) — R, f(z,y) = z¥. Berechnen Sie das Taylorpolynom der Ordnung 2 von f
im Punkt (1,1). Schitzen Sie mit Hilfe des Restgliedes R3 den Fehler ab, der entsteht, wenn Sie
1.05'92 mit diesem Taylorpolynom berechnen.



8. Ubung Analysis IT

Loésung: Fiir die partiellen Ableitungen ergibt sich

O f (x,y) = ya¥™!

0 f(x,y) = yly — )22

0y f(x,y) = yly — 1)(y — 2)2v >

Oyf(z,y) = (Inx)z?

8§f(x,y) = (Inz)%zY

ag’f(x,y) = (Inz)3zY
020y f(x,y) = 2¥~ 1 + (Inz)ya? ™!
E?x(‘?jf(x,y) = 2(In x)a:y_l + (In x)2ya:y_1
0,03 f (x,y) = (2y — )2V~ + (Ina)y(y — 1)a¥ ™

Somit erhalten wir fiir den Entwicklungspunkt (1, 1):

f(1,1) = 8, f(1,1) = 8,0, f(1,1) = 1 and 9, f(1,1) = 92 f(1,1) = 07 f(1,1) = 0. Die Glieder der
Taylorreihe bis zur 2. Ordnung sind, damit

I+(z—-1D+(x—-1)(y—1)

£(1.05,1.02) ~ 1.051

Um den Fehler abzuschétzen, nutzen wir aus, dass Inz < x — 1 fiir x > 1:

|03 f] < 1.02-0.02 = 2.04 - 1072 0,02 f] <2-0.05-1.05+ (0.05)% - 1.02 - 1.05 < 1.34 - 10~*

020, f] < 1.04+0.05-1.02-0.02 <1.05 [9;f] < (0.05)* - 1.05* < 1.4-10~*

Mit h = (0.05,0.02) 148t sich das Restglied (und somit der Fehler) folgendermaflen abschéitzen:

Ra (105, 102), (L 1)] = | 3 (D F(rh) 1]

|a|=3

1 1
<35 2.04-1072 - (0.05) + o 105 (0.05)2 - 0.02

1 1
oy 134 1074-0.05 - (0.02)% + 5 14 1074 (0.02)3

<2.68-107°
Aufgabe H3 (4+2 Punkte)
Es sei U eine offene, konvexe Teilmenge von R™ und f : U — R eine stetig differenzierbare
Funktion, deren partiellen Ableitungen D;f beschrankte Funktionen sind, fiir i = 1,...,n.

a) Zeigen Sie, dass f gleichméBig stetig ist (und sogar Lipschitz-stetig).

b) Zeigen Sie durch ein Beispiel im Fall n = 1 (oder n = 2), dass die Konklusion von a) im
allgemeinen falsch wird, wenn U zwar offen, aber nicht konvex ist.

Hinweis: Konvex heifit, dass mit je zwei Punkten aus U auch deren Verbindungsstrecke in U liegt.

Losung:
Wir wahlen auf R” die co-Norm.
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a)

Per Voraussetzung gibt es eine reelle Zahl K > 0 derart, dass fiir alle z € U und alle
i =1,...,n die Abschitzung |D;f(z)| < K gilt.

Sind nun = (x1,...,2,) und y = (y1, ..., yn) Elemente von U, so ist wegen der Konvexitét
von U die Verbindungsstrecke von x und y ganz in U enthalten. Nach Satz 10.18. gilt nun
fiir ein 7 € (0,1):

f) —fla)=flz+y—x)-fl@)=fz+7-(y—2)(y—2)

(x
ZDf 7 (y =) (Y — i)

Es ist also
n
1f@) = F@I <Y IDif) @ +7- (=) - |y — 2 <n- K-y —2]oo
i=1
fiir alle z,y € U. Auflerdem ist somit f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L :=n - K.

Als Lipschitz-stetige Funktion ist f insbesondere gleichméiBig stetig: Gegeben ¢ > 0: |f(y) —
f(z)] <efiralle z,y € U mit [jy — 2| <0:= %.

Auf offenen Teilmengen U := R\{0} C R betrachten wir die Funktion

0 fallsxz <0

U - R, x) = .
f - /(@) {1 falls z > 0

Weil f auf den offenen Mengen (—o00,0) und (0, 00) konstant ist, welche U iiberdecken, ist
f' = 0 die Nullfunktion und damit beschrinkt. Allerdings ist f nicht gleichmiBig stetig.
Wihle € := 3, dann sind fiir beliebiges § > 0 die Zahlen :l:g in U. Es gilt |% - (—%)| = g <90
jedoch |f(§) = f(=§)|=1>e.



